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Trén thuwc té cé nhidu bai toan lién quan téi mot tap cac
dbi twong va nhitng mdi lien hé gitva ching, doi héi
toan hoc phai dat ra mét mé hinh biéu dién mot cach
chat ché va téng quat bang ngén ngir ki hiéu, d6 1a dd
thi: mét mé hinh toan hoc gébm cac dinh biéu dién cac
ddi twong va cac canh biéu di&n méi quan hé gira cac
ddi twong. ‘

. , Leonhard Euler
Nhirng y twdng co ban cta dé thi dwoc dwa ra tir thé ki 1707-1783
the XVIIl b&i nha toan hoc Thuy Si Leonhard Euler,
nam 1736, 6ng da dung mé hinh d6 thi dé giai bai toan vé bay cay cau
Kdnigsberg (Seven Bridges of Kbnigsberg). Bai toan nay cung va&i bai
toan ma di tuan (Knight Tour) dwoc coi la nhirng bai toan dau tién caa li
thuyét db thi.
R4t nhiéu bai toan cla li thuyét d6 thi da tré thanh ndi tiéng va thu hat
duoc sw quan tam I&n cla cong ddng nghién ctu. Vi du bai toan bén
mau, bai toan dang cau dd thi, bai toan ngwdi du lich, bai toan nguoi
dwa thw Trung Hoa, bai toan dwéng di ngan nhét, ludng cuwc dai trén
mang v.v... Trong pham vi mét chuyén dé, khéng thé trinh bay tat ca
nhirtng gi da phat trién trong subt gan 300 nam, ching ta s& xem xét Ii
thuyét dd thi dwdi géc dé ngwdi lap trinh, tirc 1 khdo sat nhirng thuat
toan co ban nhat cé thé dé dang cai dat trén may tinh mét sé (rng dung
clia nd. Cong viéc cha ngudi 1ap trinh 1a doc hiéu dwoc y twdng co ban
cla thuat toan va cai dat dwoc chwong trinh trong bai toan téng quat
ciing nhw trong trwdng hop cu thé.




1. Cac khai niém co ban

1.1. Do thi
D) thi 1a mé hinh biéu dién mot tap cic d6i tuong va mbi quan hé hai ngbdi giira
cac d6i tuong:

Graph = Objects + Connections

G =V,E)

C6 thé dinh nghia d6 thi G 1a mét cap (V,E): G = (V,E). Trong d6 V 1a tap cac
dinh (vertices) biéu dién cac ddi twong va E goi 1a tap cac canh (edges) biéu dién
moi quan hé gitta cac déi twong. Ching ta quan tdm t6i méi quan hé hai ngdi
(pairwise relations) gitra cac ddi twong nén co thé coi E 1a tap cac cap (u, v) véiu
va v 12 hai dinh cta V biéu dién hai déi twong c6 quan hé véi nhau.
Mot sb hinh anh cta dé thi:
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Hinh 5-1. Vi dy vé mé hinh do thi

Co thé phan loai dd thi G = (V, E) theo dic tinh va sb lugng cua tap céc canh E:

e G duogc goi la don do thi (hay goi tit 1a d6 thi) néu giita hai dinh u,v € V ¢6
nhiéu nhét 13 1 canh trong E ndi tir u ti v.

e G duoc goi 1a da do thi (multigraph) néu gitta hai dinh u,v € V ¢6 thé ¢6
nhiéu hon 1 canh trong E ndi u va v (Hién nhién don d6 thi ciing 1a da d6 thj).
Néu c6 nhiéu canh ndi gitra hai dinh u, v € V thi nhiitng canh d6 duogc goi la
canh song song (parallel edges)

e G duoc goi 1a do thi vé hudng (undirected graph) néu cic canh trong E 1a
khong dinh huong, tic 1a canh ndi hai dinh u, v € V bat ki cling 1a canh ndi
hai dinh v, u. Hay néi cach khac, tap E gom cac cip (u, v) khong tinh thir ty:
(u,v) = (v,u).

e G duoc goi 1a do thi ¢é hudong (directed graph) néu cac canh trong E 1a c6
dinh hudng, tirc 14 c6 thé c6 canh ndi tir dinh u t6i dinh v nhung chua chic da
c¢6 canh nbi tir dinh v t&i dinh u. Hay néi cach khac, tap E gdm céac cap (u, v)
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¢ tinh tht tu: (u, v) # (v,u). Trong dd thi co hudng, cac canh con dugc goi
1a cac cung (arcs). Pd thi vo hudng ciing ¢ thé coi 1a d6 thi c6 hudng néu
nhu ta coi canh ndi hai dinh u, v bit ki twong duong véi hai cung (u, v) va
(v,u).

Hinh 5-2 13 vi du vé don db thi/da d6 thi c6 hudéng/vo hudng.

2ielele

5 5 6 hwd Co6 hwon
V6 hwédng C6 hwéng V6 huong 9
~ _ - »

Pon do thi Da do thi

Hinh 5-2. Phén logi dé thi

1.2. Cac khai niém

Nhu trén dinh nghia d6 thi G = (V, E) 1a mét ciu trac roi rac, tic 1a cac tp V va
E 1a tap khong qua dém duoc, vi vay ta c6 thé danh s6 tha ty 1, 2, 3... cho cac
phan tir cta tap V va E va dong nhat cic phan tir cia tip V va E véi sb tht tu cia
chung. Hon nira, ding trén phuong dién nguoi 1ap trinh cho may tinh thi ta chi
quan tdm dén cac d6 thi hiru han (V va E 1a tap hitu han) ma théi, chinh vi vay tir
day vé sau, néu khong cha thich gi thém thi khi noéi t6i do thi, ta hiéu rang do 1a
d thi hiru han.

a) Canh lién thuéc, dinh ké, bic

Dbi voi dd thi vo hudng G = (V,E). Xét mot canh e € E, néu e = (u,v) thi ta
n6i hai dinh u va v 1a ké nhau (adjacent) va canh e nay lién thudc (incident) voi
dinh u va dinh v.

V61 mot dinh v trong dd thi vo hudng, ta dinh nghia bdc (degree) cia v, ki hi¢u
deg(v) 1a s6 canh lién thudc véi v. Trén don dd thi thi sé canh lién thude véi v
ciing 14 s6 dinh ké véi v.



Pinh li 5-1
Gid sir G = (V,E) la do thi vé hwdng, khi dé tong tdt cd cac béic dinh
trong V sé bang hai lan s6 canh:

' deg(v) = 21E| )

VvEV

Chitrng minh
Khi lay téng tht ca ca’Ec bac dinh tirc 13 mbi canh e = (u,v) s& duge tinh mot lan
trong deg(u) va mdt lan trong deg(v). Tt d6 suy ra két qua.
Hé¢ qua
|I Trong do thi vé hiedng, sé dinh bdc 1é la s6 chan.
Dbi v6i @6 thi c6 huong G = (V,E). Xét mot cung e € E, néu e = (u, v) thi ta
no6i u ndi téi v va v ndi tir u, cung e 1a di ra khoi dinh u va di vao dinh v. Pinh u
khi d6 dugc goi 1a dinh dau, dinh v dugc goi la dinh cudi cua cung e.
Véi mbi dinh v trong d6 thi c6 hudng, ta dinh nghia: Bdn bdc ra (out-degree) cla
v ki hiéu deg*(v) 13 sb cung di ra khoi nd; bdn bdc vao (in-degree) ki hiéu
deg™ (v) 1a s6 cung di vao dinh do.
Pinh li 5-2
Gid sit G = (V,E) la dé thi c6 hudng, khi d6 téng tat ca cdc ban bdc ra
cia cdc dinh bang tong tdt cd cdc ban bdc vdo va bang sé cung ciia do thi

D deg* () = ) deg”(») = IE| )

veEV vev

Chirng minh

Khi iy tong tit ca cic ban bac ra hay ban bac vao, mdi cung (u,v) s& dugc tinh
dung mot 1an trong deg* (u) va ciing duoc tinh ding mot 1an trong deg™(v). Tir d6
suy ra két qua.

b) Duong di va chu trinh
Mot day céc dinh:

P = <p0' D1y -y pk)
sao cho (p;_1,p;) EE, Vi:1 <i <k dugc goi 1a mét duong di (path), duong di
nay gom k + 1 dinh po, py, ..., by va k canh (po, p1), (1, P2), -, (Pr—1, Pr)- Neu
c6 mot duong di nhu trén thi ta ndi py, den dwoc (reachable) tit py hay py dén dugc
i ki hiéu poy ~ py. Pinh p, duwoc goi 1a dinh dau va dinh pj, goi 1a dinh cudi cua
duong di P. Cac dinh py, py, ..., Px—1 duoc goi 1a dinh trong ciia duong di P



Mot duong di goi 1a don gian (simple) hay dwong di don néu tat ca cac dinh trén
duong di 1a hoan toan phan biét (di nhién khi d6 cac canh trén dudng di cling hoan
toan phan biét). Puong di P = (po, Py, ..., D) tr6 thanh chu trinh (circuit) néu
Do = Pk. Trén dd thi c6 hudng, chu trinh P dugc goi 13 chu trinh don néu né co it
nhit mot cung va cac dinh py,p,, ..., pr hodn toan phan biét. Trén dd thi vo
hudng, chu trinh P dwoc goi 1a chu trinh don néu k > 3 va cac dinh py,ps, ..., P
hoan toan phan biét.

¢) Mét so khdi ni¢m khdc

Dfmg cu

Hai dd thi G = (V,E) va G' = (V',E") duoc goi 1a dang cdu (isomorphic) néu tén
tai mot song anh f:V — V' sao cho sd cung ndi u véi v trén E bang sb cung ndi
f(u) véi f(v) trén E'.

Do thi con

Do thi G’ = (V',E") 14 do thi con (subgraph) cia d6 thi G = (V,E) néu V' € V va
E'CE.

Dd thi con Gy = (U, Ey) dugc goi 1a do thi con cam iing (induced graph) tir d6 thi
G boitap U €V néu Ey = {(u,v) € E:u, v € U} trong truong hop nay ching ta
con noéi Gy la dd thi G han ché trén U.

Phién ban c6 huwéng/vo huéng

Véi mot do thi vo huong G = (V,E), ta goi phién ban ¢6 huéng (directed
version) cta G 1a mot d6 thi c6 hudéng G' = (V, E") tao thanh tir G bang cach thay
mdi canh (u, v) bang hai cung c6 hudng nguogc chiéu nhau: (u, v) va (v, u).

V6i mot dd thi c6 huéng G = (V,E), ta goi phién ban vé hwéng (undirected
version) ciia G 1a mot do thi vo hudéng G’ = (V, E") tao thanh bang cach thay mbi
cung (u, v) bang canh vo huéng (u, v). Noi cach khac, G’ tao thanh tir G bing
cach bo di chiéu cua cung.

Tinh lién thong

Mot dd thi vo hudng goi 13 lién thong (connected) néu giita hai dinh bét ki cia d6
thi c6 ton tai duong di. D6i voi do thi co hudng, c6 hai khai niém lién thong tuy
theo chung ta c6 quan tdm t6i hudng cua cac cung hay khong. D thi ¢ hudng
goi 1a lién théng manh (strongly connected) néu giira hai dinh bat ki ctia d6 thi c6
ton tai duong di. Do thi co hudng goi 13 lién thong yéu (weakly connected) néu
phién ban vé hudng ciia n6 1a d6 thi lién thong.



Do thi diy du

Mot d6 thi vo hudng duoc goi 1a day dii (complete) néu moi cap dinh déu 1a ké
nhau, d6 thi day du gom n dinh ki hiéu 14 K,,. Hinh 5-3 13 vi du vé cac db thi day
du K3, K, va K.

K; K, Ks

Hinh 5-3. Do thi ddy dii

Do thi hai phia

Mot dd thi vo hudng goi 14 hai phia (bipartite) néu

tap dinh cta no6 co thé chia lam hai tap roi1 nhau X,

Y sao cho khong tdn tai canh ndi hai dinh thudc X

cling nhu khong tdn tai canh ndi hai dinh thudc Y.

Néu |X| =m va |Y]| =n va giita moi cip dinh

(x,y) trong 46 x € X,y € Y déu c6 canh ndi thi dd

thi hai phia d6 duoc goi 1a d6 thi hai phia day du,

ki hiéu K, ,,. Hinh 5-4 13 vi du vé db thi hai phia

day di K, 5.

Hinh 5-4. Do thi hai phia ddy dii

Do thi phing

Mot @6 thi duoc goi 1a do thi phang (planar graph) néu chung ta c6 thé vé do thi

ra trén mat phang sao cho:

e MaJi dinh twong tmg v6i mot diém trén mat phang, khong c6 hai dinh cing
toa do.

e Modi canh tuong ung voi mot doan duong lién tuc ndi hai dinh, cac diém nam
trén hai canh bat ki 12 khong giao nhau ngoai trir cac diém dau mut (tuong
ung voi cac dinh)

Phép v& dd thi phang nhu vy goi 1a biéu dién phing cua db thi

Vi du nhu db thi day du K, 1a dd thi phang boi né c6 thé vé ra trén mat phiang nhu

Hinh 5-5



Hinh 5-5. Hai cich vé dé thi phéng ciua K,
Dinh li 5-3 (Pinh li Kuratowski)
Mot dé thi vé hudng la do thi phang néu va chi néu né khéng chira do thi
con dang cau voi K3 3 hoac K.
DPinh li 5-4 (Cong thirc Euler)
Néu mgit do thi v‘é hudng lién thong la do thi phcfng va biéu dién Rhcfng
cua do thi do gom v dinh va e canh chia mat phang thanh f phan thi
v—e+f =2
Pinh li 5-5
Néu don d@o thi vé huéng G = (V,E) la do thi phdng c6 it nhat 3 dinh thi
|E| < 3|V| — 6. Ngodi ra néu G khéng cé chu trinh dé dai 3 thi

|E| < 2|V|—4.

Pinh li 5-5 chi ra r:;ing s6 canh cua don dd thi phéng la mot dai luong
|E| = O(]V|) diéu nay rat hitu ich dbi v6i nhiéu thuat ton trén dd thi thua (co it
canh).

Do thi duong

Tir d6 thi vo hudéng G, ta xay dung dd thi vo hudéng G’ nhu sau: Mdi dinh cua G’
tuong tng v&i mot canh cia G, gitra hai dinh x,y cia G' ¢6 canh ndi néu va chi
néu ton tai dinh lién thudc voi ca hai canh x, ytrén G. Do thi G’ nhu vay duoc goi
1a @6 thi duong cta d6 thi G. D6 thi duong dugce nghién ciru trong cac bai toan
kiém tra tinh lién thong, tap doc 1ap cuc dai, t6 mau canh db thi, chu trinh Euler va
chu trinh Hamilton v.v...

= R « X A .
2. Bieu dién do thij
Khi lap trinh gidi cac bai toan dugc mo hinh hoa bé‘mg dd thi, viéc dau tién can
lam tim cdu tric dir liéu dé biéu dién dd thi sao cho viéc giai quyét bai toan dugc
thuan tién nhét.

(9%)
\S]



Co rat nhidu phuong phép biéu dién db thi, trong bai nay chiing ta s& khao sat mot
s6 phuong phap phd bién nhit. Tinh hiéu quéa cta timg phuong phap biéu dién s&
duogc chi ro hon trong tirng thuat toan cy the.

2.1. Ma tran ké

Véi G = (V,E) 1a mot don d6 thi c6 hudng trong d6 |V| = n, ta ¢ thé danh sd
cac dinh tir 1 t6i n va dong nhat mdi dinh véi s6 thtr ty ciia n6. Bang cach dénh sd
nhu vay, do thi G c6 thé biéu dién bang ma tran vudng A = {ai j}nxn' Trong do:

. {1,néu (i,j))€E
Yoo lonéu (i) ¢ E

Vi Vi, gia tri ciia cac phan tir trén dudng chéo chinh ma tran A: {a;;} co thé dat

tuy theo muc dich cu thé, chéng han dat bé‘mg 0. Ma tran A xay dung nhu vay

duoc goi 1a ma tran ké (adjacency matrix) cua dd thi G. Viéc biéu dién dd thi vo

hudng duge quy vé viée biéu dién phién ban c6 hudng tuong ung: thay mdi canh

(i, ) boi hai cung nguoc hudng nhau: (i, ) va (j, i).

D6i voi da d6 thi thi viéc biéu dién ciing tuong ty trén, chi co diéu néu nhu (i, j)

la cung thi a;; 1a s6 canh ndi giita dinh i va dinh j.

110 0 1 10 0
0111\ 0111\
10 0 1 00 0 1
100 1 00 0 1
1110 00 0 O

Hinh 5-6. Ma trin ké biéu dién do thi
Trong truong hop G 1a don d6 thi, ta c6 thé biéu dién ma trdn ké A twong Gng 1a
cac phan tir 16gic:

True, néu (i,j) € E
al-j =

False,néu (i,j) & E
C6 mot céch khéc biéu dién do thi vo hudng G bing ma trdn A = {a;;}  nhu sau:
deg(i), néui = j
a;; = -1, néu (i,j) €E
0, TH khac
Céach biéu dién nay c6 g dung trong mot s6 bai toan d6 thi, goi 1a biéu dién bang ma tran
Laplace (Laplacian matrix hay Kirchhoff matrix)



Ma tran ké c6 mot so tinh chat:

D6i voi dd thi vo huéng G, thi ma tran ké twong tng 1a ma tran d6i xtmg
a;; = ajj, diéu nay khong dung voi do thi c6 hudng.

Néu G 1a d6 thi vo huéng va A 1a ma tran ké tuong Ung thi trén ma tran A,
tong cac s trén hang i bang tong cac s trén cot i va bang bac cua dinh i:
deg (i)

Néu G 1a d6 thi c6 hudng va A 1a ma tran ké twong tng thi trén ma tran A,
tong cac sb trén hang i bang ban bac ra cia dinh i: deg™* (i), tong cac s trén
cot i bang ban bac vao cua dinh i: deg™ (i)

Uu diém cua ma tran ke:

Pon gian, truc quan, dé cai dit trén may tinh
Pé kiém tra xem hai dinh (u, v) cua d6 thi c6 ké nhau hay khong, ta chi viéc
kiém tra bang mot phép so sanh: a,,, # 0

Nhuoc diém ctia ma tran ké

Bét ké s6 canh cua do thi 1a nhiéu hay it, ma tran ké luon ludn doi hoi n? 6
nh¢ @€ luu cac phan tir ma tran, didu dé gy lang phi bo nhé.

Mot sb bai toan yéu cau thao tac 1iét ké tit ca cac dinh v ké voi mot dinh u
cho truge. Trén ma tran ké viéc nay duogc thuc hién béng cach xét tit ca cac
dinh v va kiém tra diéu kién a,,, # 0. Nhu vay, ngay ca khi dinh u 13 dinh cé
ldp (khong k& voi dinh nao) hodc dink treo (chi ké vé6i 1 dinh) ta cling budc
phai xét tat ca cac dinh v va kiém tra gia tri twong ing a,,,.

2.2. Danh sach canh

(1,2) | (1,3) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (3,5) | (4,5)

Hinh 5-7. Danh sdach canh

Vi dd thi G = (V,E) c¢b n dinh, m canh, ta c6 thé 1iét ké tit ca cac canh cua do
thi trong mot danh sach, mdi phan tir cta danh sach 1a mot cap (x,y) tuong ting
v6i mot canh cua E, trong trudng hop dd thi c6 hudng thi mdi cip (x,y) twong



g véi mot cung, x 13 dinh déu va y 13 dinh cudi cua cung. Cach biéu dién nay

goi la danh sach canh (edge list).

C6 nhiéu cach xay dyung cu tric dir lidéu dé biéu dién danh sach, nhung pho bién

nhét 12 dung méang hodc danh sich moc ndi.

Uu diém cua danh sach canh:

e Trong truong hop d6 thi thua (c6 s6 canh tuong d6i nho), cach biéu dién bang
danh sach canh s& tiét kiém dugc khong gian luu tri, boi nd chi can 0(m) 6
nhé dé luu danh sach canh.

e Trong mdt sb trudng hop, ta phai xét tat ca cac canh ciia d thi thi cai dat trén
danh sach canh lam cho vi¢c duyét cac canh dé dang hon. (Thuat toan Kruskal
chang han)

Nhuoc diém cta danh sach canh:

e Nhuoc diém co ban cta danh sach canh 1a khi ta can duyét tat ca cac dinh ké
v6i dinh v ndo d6 ctia do thi, thi ching c6 cach nao khac 1a phai duyét tat ca
cac canh, loc ra nhitng canh c6 chtra dinh v va xét dinh con lai.

e Viéc kiém tra hai dinh u, v c6 ké nhau hay khong ciing bt budc phai duyét
danh sach canh, diéu d6 kha ton thoi gian trong truong hop do thi day
(nhiéu canh).

2.3. Danh sach ké

Dé khic phuc nhugce diém cia cic phuong phap ma tran k& va danh sach canh,

nguoi ta dé xuat phuong phap biéu dién do thi bang danh sdach ké (adjacency list).

Trong cach biéu dién nay, véi mdi dinh v cua dd thi, ta cho twong ung voi nd mot

danh sach cac dinh ké véi v.

Vi db thi ¢6 huéng G = (V,E). V gdm n dinh va E gdm m cung. C6 hai cach cai

dit danh sach ké pho bién:

e Forward Star: Véi mdi dinh u, luu trit mot danh sach adj[u] chtra cac dinh
ndi tr u: adj[u] = {v: (u,v) € E}.

e Reverse Star: Véi mdi dinh v, luu trit moét danh sach adj[v] chira cac dinh
nbi téi v: adj[v] = {w: (u,v) € E}

Tuy theo ting bai toan, chung ta s& chon ciu triic Forward Star hodc Reverse Star

dé biéu dién d6 thi. C6 nhiing bai toan yéu cau phai biéu dién d6 thi bang ca hai

c4u trac Forward Star va Reverse Star.



Viéc biéu dién do thi vo huéng dugc quy vé viée biéu dién phién ban c6 hudng
twong Ung: thay mdi canh (u, v) bdi hai cung c6 hudéng nguoc nhau: (u,v) va
(v,u).

Bét ctr cdu truc dit lidu ndo c6 kha ning biéu dién danh sach (mang, danh sach
moc ndi, cdy...) déu c6 thé st dung dé biéu dién danh sach k&, nhung mang va
danh sach moc ndi dugce sir dung phd bién nhat.

a) Biéu dién danh sich ké bang mang
Dung mot mang adj[1 ... m] chira cic dinh, mang dugc chia lam n doan, doan thir
u trong mang luu danh sach cac dinh ké véi dinh u. Dé biét mot doan nam tir chi
s6 nao dén chi sb nao, ta c6 mot mang head[1..n + 1] danh du vi tri phan
doan: head[u] s& bang chi s6 dung lién trudc doan thir u, quy udc head[n +
1] = m. Khi d6 cac phan tir trong doan:

adj[head[u] +1..head[u + 1]]
1a cac dinh ké véi dinh u.
Nhic lai rang khi sir dung danh sach ké dé biéu dién d thi vo hudng, ta quy nd vé
db thi c6 hudng va s6 cung m duoc nhan d6i (Hinh 5-8).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
adj: |2 ]3]a]3]afs[af2a[s[2[s5][2[3]4]
— -~ A -~ D NS —

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6
head: |0 |26 ]9 11]14]

Hinh 5-8. Diing méng biéu dién danh sich ké

b) Biéu dién danh sdach ké bang cac danh sach moc noi

List[1] 2 3

List[2] 1 3 4 5
List[3] 1 2 5

- [~

List[5] 2 3 4

Hinh 5-9. Biéu danh sdch ké béi cic danh sach méc néi
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Trong cach biéu dién ndy, ta cho twong ing mdi dinh u ctia d6 thi véi List [u] 1a

chot cua mdt danh sach moc noi gom cac dinh ké voi u.

Uu diém cua danh sach ké

e DOo6i voi danh sach ke, viée duyét tat ca cac dinh ké voi mot dinh v cho trudce 1a
hét strc dé dang, cai tén “danh sach k&” da cho thay 1 diéu nay.

e Vi¢c duyét tat ca cac canh cling don gian vi mét canh thyc ra la ndéi mdt dinh
vo1 mot dinh khac ké no.

Nhuoc diém cua danh sach ké

e Danh sach ké yéu hon ma tran ké ¢ viéc kiém tra (u, v) c6 phai la canh hay
khong, béi trong cach biéu dién nay ta s& phai viéc phdi duyét toan by danh
sach ke cua u hay danh sach ké cua v.

2.4. Danh sach lién thugc

Danh sach lién thudc (incidence lists) 1d mot mé rong ciia danh sach ké. Néu nhu

trong biéu dién danh sach k&, mbi dinh dugc cho twong tng v6i mot danh sach cac

dinh ké thi trong biéu dién danh sach lién thudc, mdi dinh dugc cho twong tng voi
mot danh sach cac canh lién thudgc. Chinh vi vay, nhiing ki thuat cai dit danh sach
ké 6 thé stra d6i mot chut dé cai dit danh sach lién thudc.

Dic biét trong trudng hop d6 thi c6 hudng, ta co thé xiy dung danh sach lién

thudc tir danh sach canh twong ddi dé dang bang cach b sung cac con tro lién két.

Gia sir d6 thi ¢ huéng G = (V, E) ¢b n dinh va m cung dugc biéu dién boi danh

sach canh e[1...m]. Vi dd thi c6 huéng, néu ta cho twong tmg mdi dinh u mot

danh sach cac cung di ra khoi u (forward star) thi s& c6 tong cong n danh sach lién
thudc va mdi cung chi xuat hién trong diing mot danh sach lién thudc. Vi vay ta co
thé bd sung hai mang head[1 ...n] va link[1 ...m] trong do:

e head[u] 1 chi sb cung dau tién trong danh sach lién thudc cua dinh u. Néu
danh sach lién thudc dinh u 13 @, head[u] dugc gan bang 0.

e link[i] 1a chi s6 cung ké tiép cung e[i] trong danh sach lién thudc chtra cung
e[i]. Truong hop e[i] 1a cung cudi cing cia mot danh sach lién thude, link[i]
duoc gan bang 0

Dé duyét tat ca nhimng cung di ra khoi mot dinh u nao dé, ta c6 thé thyc hién dé

dang bang thuat toan sau:

i := head[u]:;
while 1 # 0 do
begin




«Xu 11 cung e[il»;
i := link[1i];
end;

2.5. Chuyén déi giira cac cach biéu dién dd thi

Co6 mot $6 thudt toan ma tinh hi¢u qua cta n6 phy thude rat nhiéu vao cach thuc
biéu dién d6 thi, do d6 khi bat tay vao giai quyét mot bai toan do thi, chung ta
phai tim cau tric dit liéu phu hop dé biéu dién d6 thi sao cho hop 1y nhat. Néu do
thi dau vao duoc cho béi mot cach biéu dién bat hop li, chung ta can chuyén doi
cach biéu dién khac dé thuan tién trong viéc trién khai thuat toan.

Ta xét bai toan chuyén ddi cac cach biéu dién don dd thi c6 hudng G = (V, E) ¢d
n dinh va m canh. C6 thé biéu dién db thi nay boi:

Ma tran ké:

var
a: arrayl[l..n, 1..n] of Boolean;

Danh sach canh:

type
TEdge = record
x, y: Integer;
end;
var
e: arrayl[l..m] of TEdge;

Danh sach k& (forward star) (biéu dién bang mang):

var
adj: arrayl[l..2 * m] of Integer;

head: array[l..n + 1] of Integer;

Danh sach lién thudc (forward star) (biéu dién bang ciu tric lién két)

type

TEdge = record

x, yv: Integer;

end;
var

e: arrayl[l..m] of TEdge; //Danh sdchcanh

link: array[l..m] of Integer; /inkli]:chi sé canh ké tiép trong danh sach
lién thuéc

head: arrayl[l..n] of Integer; //head[i]: chi s& canh dau
tién trong danh sach 1lién thudc




a) Chuyén doi giita ma trdn ké va danh sdach canh
Néu d6 thi G duge cho bdi ma tran ké A = {aij}nxn trong d6 a;; = True<(i,j) €

E, ta c6 thé xay dung danh sach canh tuong tmg bang cach duyét tat ca cac cip
(i, /), néu q; ; = True thi dua cap nay vao danh sach canh e.

k := 0;
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
if al[i, J] then
begin

Nguoc lai, néu dd thi G cho bai danh sach canh e, ta c6 thé xady dung ma tran ké A
béng cach khoi tao cac phﬁn tr cua A la False rdi duyét danh sach canh, mdi khi
duyét qua cung (x,y), ta dat a,,, = True.

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do al[i, Jj] := False;
for k := 1 to m do
with e[k] do
alx, yl] := True;

b) Chuyén doi giita ma trgn ké va danh sach ké
T ma tran ké A = {aij}nxn’ ta c6 thé xdy dung hai mang adj[1..m] va

head[1..n + 1] sao cho cac phan tir trong mang adj tir chi s6 head[u] + 1 téi
chi s6 head[u + 1] chtra danh sach ké cua dinh u. Hai mang nay 1a danh sach ké
dang forward star cta dd thi.

head[n + 1] := m;
for i := n downto 1 do
begin
head[i] := head[i + 1];
for j := n downto 1 do
if al[i, J] then
begin
adj [head[i]] := 7j;
head[i] := head[i] - 1;
end;
end;
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Nguoc lai, ching ta c6 thé xady dung ma tran ké tir danh sach ké theo cach: Pt
cac phén ttr ciia ma tran ké A béng False, sau d6 v6i mdi dinh u, duyét cac dinh v
thudc danh sach ké cia né va dit a,,, = True.

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do al[i, j] := False;
for u := 1 to n do
for k := head[u] + 1 to head[u + 1] do
alu, adjlk]] := True;

¢) Chuyén déi giiva danh sdch canh va danh sdch ké

Tir danh sach canh e, ta c6 thé xdy dung hai mang adj va head tuong tmg véi
danh sach ké dang forward star bang thudt toan dém phan phoi.

Trude hét, ta tinh cac head[u] 1a bac cua dinh u (Vu € V):

for u := 1 to n do head[u] := 0;

for i := 1 to m do

with e[1] do
head[x] := head[x] + 1;

Sau do6, ta chia mang adj thanh n doan, doan tht u s€ chtta cic dinh ké véi
dinh u. Dé xac dinh vi tri cac doan ndy, ta dit mdi head[u] tré t6i vi tri cudi doan
tho u:

for u := 2 to n do
head[u] := head[u - 1] + head[u];

Tiép theo 1a duyét lai danh sach canh, mdi khi duyét téi canh (x,y) ta dua y vao
mang adj tai vi tri head[x], dwa x vao mang adj tai vi tri head[y] ddng thoi
giam hai con tr6 head|[x] va head[y] di 1.

for i := m downto 1 do
with e[1] do
begin
adj[head[x]] := y; head[x] := head[x] - 1;
end;

Dén day, chiing ta c6 mang adj phan lam n doan, trong d6 head[u] 13 vi tri dung
lién trude doan tha u. Viée cubi cung la dat:

|head[n + 1] := m;

Viéc chuyén ddi tir danh sach ké sang danh sach canh dugc thuc hién don gian
hon: Véi mdi dinh u, ta xét cac dinh v thude danh sach ké cia nd va dua (u, v)
vao danh sach canh e.
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i := 0;
for u := 1 to n do
for k := head[u] + 1 to head[u + 1] do
begin
v := adjlk];
i =1+ 1;
el[i]l.x = u; el[i]l.y := v;
end;

d) Chuyén doi giita danh sich canh va danh sdach lién thuc
B61 danh sach lién thudc duoc dic ta da bao gém danh sach canh, ta chi quan tdm
to1 van dé chuyén doi tir danh sach canh thanh danh sach lién thudc.

Trude hét véi moi dinh u ta dit head[u] == 0 dé khoi tao danh sach lién thude
ctia u bang @.

|for u := 1 to n do head[u] := 0;

Tiép theo ta duyét danh sach canh, mdi khi duyét qua mot cung (x,y) ta moc ndi
cung nay vao danh sach lién thudc cac cung di ra khoi x:

for i := m downto 1 do
with e[i] do

begin
link[i] := head[x];
head[x] := 1i;

end;

Vi cac bai toan ma chung ta s& khao sat, ciing c6 mot s thuat toan khong phu
thudc nhiéu va cach biéu dién db thi, trong trudng hop ndy toi s& chon cau trac dit
liéu dé cai dat va trinh bay nhét dé viéc doc hiéu thuat toadn/chuong trinh duogc
thuén tién hon.

Bai tap

5.1. Cho mot dd thi c6 huéng n dinh, m canh duoc biéu dién bang danh sach ké,
trong d6 mdi dinh u s& duoc cho twong ng vi mot danh sach cac dinh ndi
tr u. Cho moét dinh v, hdy tim thuat toan tinh ban bac ra va ban bac vao cua
v. Xéc dinh d6 phuc tap tinh toan cua thuat toan

5.2. D6 thi chuyén vi cua dd thi c6 hudéngG = (V,E) 1a @b thi GT = (V,ET),
trong do:

ET ={(u,v):(v,u) € E}
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Hiy tim thuat toan xdy dung GT tir G trong hai truong hop: G va GT duge
biéu dién bang ma tran k&; G va G duoc biéu dién bang danh sach ké.
Cho da d6 thi vo huéng G = (V, E) duogc biéu dién bang danh sach ké, hay
tim thuat toan O(|V| + |E]) dé xay dung don dd thi G’ = (V,E") va biéu
dién G’ bang danh sach k&, biét rang d0 thi G’ gdm tit ca cac dinh cua do thi
G va cac canh song song trén G dugc thay thé bang duy nhat mot canh trong
G'.
Cho da dd thi G duoc biéu dién bang ma tran ké A = {a;;} trong d6 a;; 1a s
canh ndi tir dinh i téi dinh j. Hiy chimg minh ring A* 13 ma trén B = {bi j}
trong do b;; 1a sd duong di tir dinh i t6i dinh j qua dung k canh. Goi ¥: Sir
dung ching minh quy nap.
Cho don d6 thi G = (V,E), ta goi binh phuong ciia mot dd thi G 1a don
dd thi

G?> = (V,E?)
sao cho (u, ) € E2 néu va chi néu ton tai mot dinh w € V sao cho (u,w)
va (w,v) déu thuoc E. Hiy tim thuat toan O(|V|3) dé xay dung G2 tir G
trong trudng hop ca G va G2 dugc biéu dién bang ma tran ké, tim thuat toan
O(|E| + |V]?) @ xay dung G? tir G trong truong hop ca G va G2 dugc biéu
dién bang danh sach ké.
Xay dung céu trac dit liéu dé biéu dién do thi vo hudng va cac thao tac:
e Liétké cac dinh ké v6i mot dinh cho trudc trong thoi gian O(|E|)
e  Kiém tra hai dinh c6 ké nhau hay khong trong thoi gian 0(1)
e Loai b6 mot canh trong thoi gian 0(1)
Vé6i do thi G = (V, E) duoc biéu dién bang ma tran k&, da sd cac thuat toan
trén do thi s& c6 do phurc tap tinh toan Q(|V|?), tuy nhién khong phai khong
c6 ngoai 1&. Chang han bai toan tim “bdn chta” (universal sink) trong d6
thi: bdn chura trong dd thi co hudng 1a mot dinh ndi tir tit ca cac dinh khac
va khong co cung di ra. Hiy tim thuat toan O(]V|) dé xac dinh su ton tai va
chi ra bon chira trong do thi c6 hudng.
Nguoi ta con co thé biéu dién dd thi béng ma trdn lién thudc (incidence
matrix): Vi d6 thi c6 huéng G = (V, E) c6 n dinh va m cung, ma tran lién
thuoc B = {bl- j} cua G kich thuéc m X n, trong do:



—1, néu cung thir j di ra khoi dinh i
bij =4 1, néu cung thu j di vao dinh i
0, néu cung thi j khong lién thudc vai dinh i
Xét BT 12 ma tran chuyén vi ctia ma trdn B, hay cho biét y nghia cia ma tran
tich BBT

3. Tim kiém trén do thj

3.1. Bai toan tim duong
Cho d6 thi G = (V,E) va hai dinh s, t € V.
Nhic lai dinh nghia dudng di: Mot ddy cac dinh:

P = (s =py Py - Px =t), (Vi: (pi_l,pi) €EE)
duogc goi 1a mot duong di tur s tdi t, duong di nay gom k + 1 dinh pg, py, ..., D V@
k canh (pg, 1), (P1,02), o» Pr—1,Pr)- Pinh s duoc goi 1a dinh dau va dinh t
duoc goi 1a dinh cudi cua duong di. Néu ton tai mot duong di tu s tdi t, ta ndi s
dén duoc t va t dén dugc tirs: s ~ t.

() « O W ()

Hinh 5-10: Dé thi va dwong di

Trén ca hai dd thi & Hinh 5-10, (1,2,3,4) 1a duong di tur dinh 1 téi dinh 4.
(1,6,5,4 ) khong phai duong di vi khong co canh (cung) (6,5).

Mot bai toan quan trong trong li thuyét do thi 1a bai toan duyét tit ca cac dinh co
thé dén dugc tir mot dinh xudt phat nao do. Van dé nay dua vé mot bai toan liét ké
ma yéu cdu cua no 1a khong duoc bo sot hay lap lai bat ki dinh ndo. Chinh vi vay
ma ta phai xdy dung nhiing thuat toan cho phép duyét mot cach hé thng cac dinh,
nhitng thuét toan nhu vay goi 1a nhiing thut toan tim kiém trén do thi (graph
traversal). Ta quan tim dén hai thuat toan co ban nhat: thut toan tim kiém theo
chiéu sdu va thuat toan tim kiém theo chiéu rong.

Trong nhitng chuong trinh cai dit dudi ddy, ta gia thiét ring dd thi dugc cho 1a do
thi ¢6 hudng, sé dinh khong qua 10°, sb cung khong qua 10°, cac dinh dugce danh



sd tir 1 t6i n va ddng nhat v6i sd hiéu cia chung. Khuén dang Input/Output quy

dinh cu thé nhu sau:

Input

e Dong 1 chira s6 dinh n, dinh xuat phat s va dinh can dén t.

e n dong tiép theo, dong thir i chira mot danh sach cac dinh, mdi dinh j trong
danh sach tuong tng véi mot cung (i, j) ctia d6 thi, ngoai ra c6 thém mot s6 0
& cudi dong dé bao hiéu két thic.

Output

e Danh sach cac dinh c6 thé dén duogc tir s

e Duongditir s téi t néu co

Reachable vertices from 1:
1, 2, 3, 5, 4, 6,

The path from 1 to 5:
5<-3<-2<-1

8
2
3
1
6
0
2
8
0

3.2. Bi¢u dién db thi

Do thi duoc biéu dién béng danh sach ké dang forward star, mdi dinh u s& duge
cho twong tng v&i mot danh sach cac dinh ndi tir u. Néu dd thi c6 n dinh thi c6
tong cong n danh sach k&, goi m 1a tong sd phan tir trén tit ca cac danh sach ké.
Khi 6 m = |E|, nhu d quy uéc, m < 10°.

Céu tric dit liéu duoc cai dat bang mang adj[1 ...m] mang nay dugc chia lam n
doan lién tiép, doan thtr u chtra danh sach cac dinh ndi tr u. Vi tri cta cac doan
duogc xac dinh boi mang head[0 ...n] trong d6 head[u] 14 vi tri cudi doan thir u,
quy u6c head[0] = 0. Nhu vy cac dinh nbi tir u s& nam lién tiép trong mang adj
tir chi sb head[u — 1] + 1 t6i chi s6 head[u].
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3.3. Thuit toan tim kiém theo chiéu siu

a) Y tuong

Tu tudng cua thudt toan tim kiém theo chidu sau (Depth-First Search — DFS) ¢
thé trinh bay nhu sau: Trudc hét, di nhién dinh s dén dugc tir s, tiép theo, v&i moi
cung (s, x) ctia do thi thi x cling s& dén dugc tir s. Vi mdi dinh x do thi tat nhién
nhiing dinh y ndi tir x cling dén dugce tr s... Diéu do go1y cho ta viét mot thu tuc
dé quy DFSVisit(u) md ta viéc duyét tir dinh u bang cach tham dinh u va tiép tuc
qua trinh duyét DFSVisit(v) voi v 1a mot dinh chua tham ndi tir u.

Ki thuat danh diu dugc sir dung dé tranh viéc liét ké lip cac dinh: Khoi tao
avail[v] := True,Vv € V, mdi lan tham mot dinh, ta danh dau dinh do lai
(avail[v] := False) dé cac budc duyét dé quy ké tiép khong duyét lai dinh d6 nita
Dé luu lai duong di tir dinh xudt phat s, trong tha tuc DFSVisit(w), trude khi goi
dé quy DFSVisit(v) voi v 1a mot dinh chua thim ndi tir u (chua danh dau), ta luu
lai vét dudng di tir u t6i v bang cach dit trace[v] := u, tac 1a trace[v] luu lai
dinh lién trude v trong duong di tir s toi v. Khi thuat toan DFS két thic, duong di
tur s toi t s€ la:

(p1 =t « py = trace[p;] « p3 = trace[p;] < -+ < s)

procedure DFSVisit (u€V); //Thuittodn tim kiém theo chiéu siu tir dinh u
begin
avail[u] := False; //availlu] = False & u d3 tham
Output <« u; /liétkéu
for VVvEV: (u, v)EE do //Duydtmoidinhv chua tham néitlr u
if avail[v] then
begin
trace[v] := u; //Luu vét duong di, dinh lién truéc v trén dudng di
th s tél v la u
DFSVisit (v); //Goi dé quy dé tim kiém theo chiéu siu tiu dinh v
end;
end;
begin //Chuong trinh chinh
Input — P& thi G, dinh xudt phat s, dinh dich t;
for VVEV do avail[v] := True; //Dinhdaumoidinh déu chua thim
DFSVisit(s);
if avail[t] then //sditéidwoct
«Truy theo vét ti t d& tim dudng di tu s tdi t»;

end.




b) Cai dat
E  DFS.PAS v Tim dwdng bang DFS

{SMODE OBJFPC}
{$SM 4000000}
program DepthFirstSearch;

const
maxN = 100000;
maxM = 1000000;
var

adj: array[l..maxM] of Integer; //Cdc danh séch ké

adj
avail: array[l..maxN] of Boolean;
trace: array[l..maxN] of Integer;
n, s, t: Integer;

procedure Enter; //Nhdp diliéu

var
u, v, i: Integer;

begin
ReadLn (n, s, t);
i := 0;
for u := 1 to n do

begin //Poc danh séch ké cta u

repeat
read(v) ;
if v <> 0 then //Thémvvdo mang adj
begin
Inc(i); adj[i] := v;
end;
until v = 0;
head[u] := 1i; //Poc hét métdong, dénh déu vi tri cat doan thir u
ReadLln;
end;
head[0] := 0; //cdm canh
end;
procedure DFSVisit (u: Integer); //Thudt toéan tim kiém theo chiéu sau bat
dau teeu
var

i: Integer;
begin
avail[u] := False;

head: arrayl[0..maxN] of Integer; //Méng danh déu vjtri cét doan trong
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Write(u, ', '"); //lLiétkéu
for 1 := head[u - 1] + 1 to head[u] do A&wyacéchhaWMnéﬁwu
if availf[adj[i]] then
begin
traceladj[i]] := u;
DFSVisit (adj[i])
end;
end;
procedure PrintPath; //Indwong diters toit

begin
if avail[t] then //Ttrs khbng co duong toit
WriteLn (' There is no path from ', s, ' to ', t)
else
begin
WriteLn ('The path from ', s, ' to ', t, ':");
while t <> s do //Truyvétnguoc tirtvés
begin
Write(t, '<-=-'");
t := tracelt];
end;
WritelLn (s);
end;
end;
begin
Enter;

FillChar(avail[l], n * SizeOf (avail[l]), True);
WriteLn ('Reachable vertices from ', s, ': ");
DFSVisit(s);
WritelLn;
PrintPath;

end.

C6 thé khong can mang danh diu avail[1 ...n] ma ding luén mang trace[1 ...n]
dé danh dau: Khoi tao cac phan tir mang trace[1 ...n] la:

{trace[s] +0
trace[v] =0,Vv # s

Khi d6 didu kién dé mot dinh v chua thim 1 trace[v] = 0, mdi khi tir dinh u
tham dinh v, phép gan trace[v] == u s& kiém ludn cong viéc danh ddu v di tham
(trace[v] # 0).
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M@t vai tinh chit ciia DFS

Cay DFS

Néu ta sdp xép danh sach ké ctia mdi dinh theo thtr tu ting dan thi thuat toan DFS
ludn tra vé dudng di co thtr tu tir dién nho nhat trong sd tat ca cac duong di tir s
to1 toi t.

Qué trinh tim kiém theo chiéu sau cho ta mot ciy DFS gbc s. Quan hé cha—con
trén cdy duoc dinh nghia 1a: néu tir dinh u toi tham dinh v (DFSVisit(u) goi
DFSVisit(v)) thi u 1a nat cha cta nat v. Hinh 5-11 1a do thi va cay DFS tuong
{g véi dinh xuét phat s = 1.

e 8
0 S SN
HDOO® ©OOGC
oyo ojo

Hinh 5-11: Dé thi va cdy DFS
M6 hinh duyét dd thi theo DFS
Cai dat trén chi 1a mot ing dung cta thuat toan DFS dé liét ké cac dinh dén duoc
tor mot dinh. Thuat toan DFS dung dé duyét qua cac dinh va cac canh cua do thi
duoc viét theo mo hinh sau:

procedure DFSVisit (u€V); //Thuattoan tim kiém theo chidu sau tir dinh u
begin

Time := Time + 1;

d[u] := Time;
Output <« u; /Liétkéu
for VvEV: (u, v)€EE do //Duyétmoidinhvné'i tiru

) if d[y] = 0 then DFSVisit (v); ﬂ%@uvchszdm,gﬂdéquydéﬁm
kiem theo chiéu sau tir dinh v

Time := Time + 1;

flul
end;
begin //Chuong trinh chinh

Input — Pd thi G

Time;
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for VVvEV do dlv] := 0; /Moidinh déu chua duoc duyétd‘én
Time := 0;
for VVEV do
if d[v] = 0 then DFSVisit (v):;
end.

Thuét toadn nay s€ tham tat ca cac dinh va cac canh cua dd thi va tht tu tham duoc
goi la thr tu duyét DFS. Nhu vi du ¢ dd thi trong bai, thur tu tham DFS vdi cac
dinh la:
1,2,3,5,4,6,7,8
Thir ty tham DFS véi cac canh la:
(1,2);(2,3); (3,1); (3,5); (2,4); (4,6); (6,2); (1,3); (7,8)

Thoi gian thyc hién giai thuat caa DFS c6 thé danh gia bang sb 1an goi thu tuc

DFSVisit (|V| 14n) cong véi sé 1an thyc hién cua vong lip for bén trong thu tuc

DFSVisit. Chinh vi vay:

e Néu dd thi dugc biéu dién béng danh sach ké hodc danh sach lién thudc, vong
lap for bén trong thii tuc DFSVisit (xét tong thé ca chwong trinh) s& duyét
qua tat ca cac canh cua do thi (mdi canh hai 1an néu 1a d thi v huéng, mdi
canh mot 1an néu 1a dd thi c6 huéng). Trong trudng hop nay, thoi gian thuc
hién giai thuat DFS 1a ©(|V| + |E|)

e Néu d6 thi dugc biéu dién bang ma tran ké, vong lip for bén trong mdi thu
tuc DFSVisit s& phai duyét qua tat ca cic dinh 1 ...n. Trong trudong hop nay
thoi gian thyc hién giai thuat DFS 1a O(|V| + [V|?) = 0(|V|?).

e Néu dd thi duoc biéu dién bang danh sach canh , vong lp for bén trong thi
tuc DFSVisit s& phai duyét qua tat ca danh sach canh mdi lan thyc hién thu
tuc. Trong treong hop nay thoi gian thuc hién giai thuat DFS 1a O(|V||E]).

Thir ty duyét dén va duyét xong

Hay dé y thu tuc DFSVisit(u):

e Khi bit dau vao thu tuc ta noi dinh u duoc duyét dén hay duoc tham
(discover), c6 nghia la tai thoi diém do, qué trinh tim kiém theo chiéu sau bét
dau tir u s& xay dung nhanh cay DFS gbc u.

e Khi chuin bj thoat khoi thi tuc dé 1ui vé , ta noi dinh u duoc duyét xong
(finish), c6 nghia 13 tai thoi diém d6, qua trinh tim kiém theo chiéu siu tir u
két thic.

Trong md hinh duyét DFS & trén, chiing ta st dung mét bién dém Time dé xac

dinh thoi diém duyét d&én d,, va thoi diém duyét xong f, ciia mdi dinh u. Thir ty



duyét dén va du}iét xong nay c6 ¥ nghia rat quan trong ‘Erong nhiéu thuat toan c6
ap dqu DFS, chang han nhu céc thuat toan tim thanh phan lién thong manh, thuat
todn sap xep to po...

DPinh li 5-6

Voi hai dinh phan biét u, v:

e Dinh v diege duyét dén trong thoi gian tir dy, dén f,: d[v] € [d,, f,] néu
va chi neu v la hdu dué ciua u trén cday DFS.

e Dinh v dwrge duyét xong trong thoi gian tir d,, dén f,:

fv] € [dy, f,] néu va chi néu v la hdu dué cia u trén ciy DFS.
Chirng minh
Ban chit cia viée dinh v dugc duyét dén (hay duyét xong) trong thoi gian tir d,, dén f,
chinh 14 thu tuc DFSVisit(v) duoc goi (hay thoat) khi ma thii tuc DFSVisit (u) da bit dau
nhung chua két thuc, nghia 1a thu tuc DFSVisit(v) dugc diy chuyén dé quy tir
DFSVisit(u) goi toi. Didu niy chi ra ring v ndm trong nhanh DFS gdc u, hay néi cach
khéc, v 1a hau dué cia u.
H¢ qua
Véi hai dinh phdn biét (u,v) thi hai doan |dy, f,] va [d,, f,] hodc roi
nhau hodc chira nhau. Hai doan [dy, f,] va [dy, f,] chita nhau néu va chi
néu u va v co quan hé tiéen boi—hdu dué.
Chirng minh
D@ thiy rang néu hai doan [dy, f,] va [d,, f,] khong roi nhau thi hodc d,, € [d,, f,] hodc
d, € [dy, f,], tic 1a hai dinh (u, v) c6 quan hé tién bdi-hau dué, 4p dung Dinh i 5-6, ta co
DbPCM.
Dinh 1i 5-7
Véi hai dinh phdn biét u # v ma (w,v) € E thi v phdi duoc duyét dén
truoc khi u duoc duyét xong:

(w,v) EE=>d,<f, (0.1)

Chdrng minh
Pay 1a mot tinh chét quan trong cua thudt toan DFS. Hay dé y tht tuc DFSVisit(u), trude
khi thoat (duyét xong ), nd s& quét tit ca cac dinh chwa thim ndi tir u va goi dé quy dé
tham nhitng dinh dé, tirc 1a v phai duoc duyét dén trude khi u duge duyét xong: d,, < f,.
Pinh li 5-8 (dinh li dwong di trang)
Dinh v la hdu dué thuc sy cua dinh u trong mot cay DFS néu va chi néu
tai thoi diem d,, ma thuat toan tham toi dinh u, ton tai mot duwong di tr u
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duoc tham.

‘ t6i v ma ngoai triv dinh u, tat ca cdc dinh khéc trén dwong di déu chua

Chdrng minh

113 2

=
Néu v la hau dué cia u, ta xét duong di tur u t6i v doc trén cac cung trén cdy DFS. Tét ca
céc dinh w nim sau u trén dudng di nay déu 1a hau dué cua u, nén theo Pinh li 5-6, ta co
d, < d,,, tirc 1a vao thoi diém d,,, tat ca cac dinh w d6 déu chua duoc thaim

113 tE)

f—
Néu tai thoi diém dy, ton tai mot duong di tir u t6i v ma ngoai trir dinh v, tat ca cac dinh
khac trén duong di déu chua duge tham, ta s€ chung minh rang moi dinh trén duong di nay
déu 1a hau dugé cta u. That vay, gia st phan chimg rang v* 1a dinh dau tién trén duong di
nay ma khong phai hau dué cua u, ttc 12 ton tai dinh w lién trudc v* trén duong di 1a hau
dué ctia u. Theo Dinh li 5-7, v* phai dugc tham trude khi duyét xong w: d,» < f,,; w lai la
hau dué cta u nén theo Pinh li 5-6, ta c6 f,, < f,,, vay d,» < f,,. Mét khac theo gia thiét
rang tai thoi diém d,, thi v* chua dugc tham, tac 1a d,, < d,+, két hop lai ta c6 d,. €
[dy, ful, vay thi v* 1a hdu dué cta u theo Pinh 1i 5-6, trai vdi gia thiét phan ching.

Tén goi “dinh 1i duong di tring: white-path theorem” xuat phat tir cach trinh bay

thuat toan DFS béng co ché t6 mau dd thi: Ban du cac dinh dugc t6 mau tréng,

mbi khi duyét dén mét dinh thi dinh d6 duoc t6 mau xam va mdi khi duyét xong
mot dinh thi dinh d6 duoc t6 mau den: Pinh 1i khi d6 co thé phat biéu: Piéu kién
cAn va du dé dinh v 1a hau dué thuc sy caa dinh u trong mdt cay DFS Ia tai thoi
diém dinh u duoc td mau xam, tdn tai mot duong di tr u té1 v ma ngoai trr dinh
u, tat ca cac dinh khac trén dudng di déu c6 mau tring.

3.4. Thuit toan tim kiém theo chiéu rong

a) Y twong

Tu tudng cua thudt toan tim kiém theo chidu rong (Breadth-First Search — BES) 1a
“lap lich” duyét cac dinh. Vi¢c tham mot dinh s& 1én lich duyét cac dinh ndi tr no
sao cho thtr tu duyét 13 vu tién chiéu rong (dinh nao gan dinh xuit phat s hon s&
duoc duyét trudce). Pau tién ta tham dinh s. Viéc thém dinh s s€ phét sinh thir tu
thim nhitng dinh uy, uy, ... ndi tr s (nhimng dmh gin s nhat). Tiép theo ta thim
dinh u,, khi tham dinh u, s€ lai phat sinh yéu cau tham nhing dinh v;, v,, ... nbi
tir u;. Nhung 10 rang cac dinh v nay “xa” s hon nhiing dinh u nén chung chi dugc
tham khi tit c4 nhiing dinh u d3 tham. Tac 1a tht tr duyét dinh s& la:
S, Uqp, Uy, ey Vg, Vg, oo



Hinh 5-12: Thir tw tham dinh ciia BFS
Thuét toan tim kiém theo chiéu rong st dung mot danh sach dé chua nhirng dinh
dang “cho” tham. Tai mdi budc, ta thim mot dinh dau danh sach, loai no ra khoi
danh sach va cho nhiing dinh chua “xép hang” ké v6i n6 xép hang thém vao cubi
danh sach. Thuat toan s& két thuc khi danh sach rdng.

Vi nguyén tic vao trudc ra trudce, danh sach chira nhitng dinh dang chd thim duoc
t6 chirc dudi dang hang doi (Queue): Néu ta co Queue 1a mot hang doi voi thu tuc
Push(v) d day mot dinh v vao hang doi va ham Pop tra vé mot dinh 1y ra tir
hang doi thi m6 hinh cua giai thuat BFS c6 thé viét nhu sau:

Queue := (s); //Kh&i tao hang doi chi gdém mét dinh s
for VVEV do
avail[v] := True;
avail[s] := False; //Panh diu chi cé dinh s duoc xép hang

repeat //L8p téi khi hang doi réng
u := Pop; //L&y t¥ hang doi ra mdét dinh u
Output <« u; //Liét ké u

for VvEV:avail[v] and (u, v)€E do //Xét nhiing dinh v k& u
chua duoc ddy vao hang doi

begin
trace[v] := u; //Luu vét dudng di
Push(v); //PAy v vao hang doi
avail[v] := False; //Panh diu v da xép hang
end;
until Queue = @;

if avail([t] then //s di tdi duoc t
«Truy theo vét tir t d& tim dudng di tu s tdi t»;




b) Cai dat

=

BFS.PAS v Tim dwdng bang BFS

{SMODE OBJFPC}
program Breadth First Search;

const
maxN = 100000;
maxM = 1000000;
var

adj: array[l..maxM] of Integer; //Cdcdanh sdchké
head: array[0..maxN] of Integer; //Mang danh diu vitri cat doan trong adj
avail: array[l..maxN] of Boolean;
trace: array[l..maxN] of Integer;
n, s, t: Integer;
Queue: array[l..maxN] of Integer;
front, rear: Integer;
procedure Enter; //Nhép diliéu
var
u, v, i: Integer;

begin
ReadLn(n, s, t);
i := 0;
for u := 1 to n do

begin //Poc danh séch ké cta u

repeat
read (v) ;
if v <> 0 then //Thémvvdo mang adj
begin
Inc(i); adj[i] := v;
end;
until v = 0;
head[u] := i; //Poc hét métdong, dénh déu vi tri cat doan thir u
ReadLn;
end;
head[0] := 0; //C4m canh
end;
procedure BFS; //Thudttoan tim kiém theo chiéu réng
var

u, 1: Integer;

begin
front := 1; rear := 1; //front:chisb déu hang doi: rear: chi sé cudi hang doi
Queue[l] := s; //KhGitao hang doi ban dau chi c6 méi mét dinh s




Fil;Char(avail[l], n * SizeOf (avail[ll), True); //Cicdinhdéu
chwa xép hang
avail[s] := False; //ngoaitrir dinh s d4 xép hang
repeat
u := Queue[front]; Inc(front); //Lay tirhang doira métdinh u
Write(u, ', '); //lLiétkéu
) for 1 := head[u - 1] + 1 to head[u] do //Duyétnhing dinh adjfi]
noi ter u
if avail[adj[i]] then //Néu dinh dé chura tham
begin
Inc (rear); Queuel[rear] := adjli]l; 0®§yvéohéngdm
False;
u; //Lwu vét duong di

availladj[i]]

traceladj[i]]
end;
until front > rear;

end;
procedure PrintPath; //Indudng ditwrs téit
begin
if avail([t] then //Ttrs khbéng c6 dwong téit
WriteLn (' There is no path from ', s, ' to ', t)
else
begin
WriteLn('The path from ', s, ' to ', t, ':"');
while t <> s do //Truyvétngwo’ctiftvés
begin
Write(t, '<-');
t := tracelt];
end;
WritelLn (s);
end;
end;
begin
Enter;
WriteLn ('Reachable vertices from ', s, ': ");
BF'S;
WritelLn;
PrintPath;
end.

Twong ty nhu thudt todn tim kiém theo chiéu siu, ta co thé ding mang
Trace[1 ...n] kiém ludn chirc ning danh dau.



¢) Mét vai tinh chit ciia BFS

Cay BFS

Néu ta sip xép cac danh sach ké ctia mdi dinh theo thir tu ting dan thi thuat toan
BFS luén tra vé duong di qua it canh nhat trong s6 tt ca cac dudng di tir s t6i t.
Néu c¢6 nhidu duong di tir s toi t déu qua it canh nhat thi thuat toan BFS s& tra vé

duong di c6 tht tu tir dién nho nhét trong sé nhimng duong di do.

Qué trinh tim kiém theo chiéu rong cho ta mot cay BFS gbc s. Khi thuét toan két
thiic Trace[v] chinh 14 nit cha ctia nat v trén cay. Hinh 5-13 1 d0 thi va cay BFS

tuong tmg v6i dinh xut phat s = 1.
X )
e‘e Q‘e
OO | OO G
& @) ) @)

Hinh 5-13: Dé thi va ciy BFS

M6 hinh duyét dd thi theo BFS

Tuong tu nhu thudt toan DFS, trén thuc té, thuat toan BFS cling dung dé xac dinh

mot thir tu trén cac dinh caa dd thi va duge viét theo mo hinh sau:

procedure BFSVisit (s€V);

begin
Queue := (s); //Khditao hang doi chi gém mét dinh s
Time := Time + 1;
d[s] := Time; //Duyétdén dinhs
repeat //Ldp t6i khi hing doi réng
u := Pop; /Ldy tir hing dgi ra mét dinh u
Time := Time + 1;
flu]l := Time; //Ghinhén thoi diém duyét xong dinh u

Output <« u; /Liétkéu
for VVEV: (u, v)€EE do /Xét nhitng dinh v ké u
if d[v] = 0 then /Néuv chwa duyétdén
begin

Push (v) ; /#/Pédyvvio hang dpi

(9]
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Time := Time + 1;
d[v] := Time; /Ghinhdn thoidiém duyét dén dinh v
end;
until Queue = @;

end;
begin //Chwong trinh chinh
Input — S thi G;
for Vve€V do d[v] := 0; /Moidinh déu chwa dwoc duyét dén
Time := 0;
for VVEV do
if avail[v] then BFSVisit (v);
end.

Thoi gian thyc hién giai thuat ciia BFS twong ty nhu d6i voi DFS, bang O(|V| +
|E|) néu d6 thi dugc biéu dién bang danh sach ké hodc danh sach lién thudc, bing
O(|V]?) néu @6 thi dugc biéu dién bang ma tran k&, va bang O(|V||E|) néu db thi
dugc biéu dién bang danh sach canh.

Thir tw duyét dén va duyét xong

Twong ty nhu thudt toan DFS, d6i v6i thuét toan BFS nguoi ta ciing quan tim t6i
thtr ty duyét dén va duyét xong: Khi mét dinh dugc déy vao hang doi, ta ndi dinh
d6 duoc duyét dén (dugc thim) va khi mot dinh duoc 1y ra khéi hang doi, ta noi
dinh d6 dugc duyét xong. Trong mo hinh cai dat trén, moi dinh u sé tuong g
v6i thoi diém duyét dén d,, va thoi diém duyét xong d,,

Vi cach hoat dong cua hang doi: dinh nao duyét dén trude sé phai duyét xong
trudc, chinh vi vay, viéc liét ké cac dinh co thé thuc hién khi chung dugc duyét
dén hay duyét xong ma khong anh huong téi thir tr. Nhu cach cai dit & trén, mdi
dinh dugc danh ddu mdi khi dinh d6 duge duyét dén va dugce liét ké mdi khi no
dugc duyét xong.

C6 thé stra d6i mot chiit md hinh cai dit bang cach thay co ché danh dau duyét
dén/chua duyét dén bang duyét xong/chua duyét xong:

Input — P& thi G;
for VVEV do avail([v] := True; /Pdnh diu moidinh déu chua duyét xong
Queue := 0;
for VVEV do Push (v); /Khéitao hing doi chira tit cd cdc dinh
repeat //Ldp téi khi hing doi réng
u := Pop; /Ldy tir hang doi ra mét dinh u
if avail[u] then /Néu u chwa duyétxong

begin




Output <« u; /liétkéu
avail[u] := False; //Pdanhdiu u daduyétxong
for VveE€V: avail([v] and ((u, v)EE) do //Xétnhing dinhvké u chwa
duyét xong
begin
trace[v] := u; //lwuvétdwongdi
Push (v) ; //pdy v vao hang doi
end;
until Queue = 0;

Két qué cua hai cach cai dat khong khac nhau, su khéac biét chi nam & lugng bo

nhé can st dung cho hang doi Queue: O cach cai dat tha nhét, do co ché danh

dau duyét dén/chua duyét dén, mdi dinh s& duoc dua vao Queue dang mat lan va

liy ra khoi Queue dung mot 1an nén ching ta can khong quéa n 6 nhé dé chira cac

phan tir cia Queue. O cach cai dat thi hai, c6 thé c6 nhiéu hon n dinh ding xép

hang trong Queue vi mot dinh v c6 thé dugc day vao Queue téi 1 + deg (v) lan

(tinh ca budc khai tao hang doi chua tit ca cac dinh), c6 nghia 1a khi t6 chuc dir

liéu, chung ta phai dy tru Y ,ep (1 + deg (v)) = 2m + n 6 nhé cho Queue. Con

s6 nay dbi véi dd thi c6 huéng 1a m + n 6 nho.

RO rang ddi voi BFS, céach cai dat nhu ban dau sé tiét kiém b nhé hon. Nhung c6

diém dic biét 1a néu thay cau trac hang doi boi ciu tric ngin xép trong cach cai

dat tha hai, ta s€ dugc thu ty duyét dinh DFS. Pay chinh 1a phuong phap khir dé

quy ctia DFS dé cai dat thuat toan trén cac ngdn ngit khong cho phép dé quy.

Bai tap

5.9. Viét chuong trinh cai dat thuat toan DFS khong dé quy.

5.10. Xét dd thi c6 huéng G = (V, E), dung thuét toan DFS duyét dd thi G. Cho
mdt phan vi du dé chimg minh gia thuyét sau 1a sai: Néu tir dinh u ¢6 dudng
di téi dinh v va u duoc duyét dén trude v, thi v nam trong nhanh DFS gbc wu.

5.11. Cho dd thi v6 huéng G = (V,E), tim thuat toan O(|V|) dé phat hién mot
chu trinh don trong G.

5.12. Cho dd thi c6 hudéng G = (V,E) ¢6 n dinh, va mdi dinh i dwoc gan mot
nhan 1a s nguyén a;, tdp cung E cua do thi duoc dinh nghia 1a (u,v) €
E e a, = a, Gia st réng thudt toan DFS dugc st dung dé duyét dd thi,
hay khao sat tinh chat cua diy cic nhin néu ta xép cac dinh theo thir ty tir
dinh duyét xong déau tién dén dinh duyét xong sau cung.

5.13. Mé cung hinh chir nhat kich thudc m x n gdm cac 6 vudng don vi (m,n <
1000). Trén mdi 6 ghi mot trong ba ki tu:




e O:Néu 6 do6 an toan

e  X:Néu 6 d6 co cam bay

e E:Néula 6 co mot nha tham hiém dang dimg,

Duy nhét chi ¢6 1 6 ghi chit E. Nha tham hiém c6 thé tir mot 6 di sang mot
trong s cac 6 chung canh v6i 6 dang dimg. Mot cach di thoat khoi mé cung
la mGt hanh trinh di qua cac 6 an toan ra mdt 6 bién. Hay chi gitp cho nha
tham hiém mot hanh trinh thoat ra khoi mé cung di qua it 6 nhét.

4. Tinh lién théng cua dé thj
4.1. PDinh nghia

a) Tinh lién thong trén do thi vé hwong

Do thi vo huéng G = (V, E) duoc goi 1a lién thong (connected) néu giira moi cip

dinh cua G ludn ton tai duong di. PO thi chi gom mot dinh duy nhat cling duoc coi

la do thi lién thong.

Cho db thi v6 huéng G = (V, E) va U 1a mot tap con khéac rdng cua tap dinh V. Ta

no6i U 1a mot thanh phan lién thong (connected component) cuia G néu:

e D0 thi G han ché trén tap U: Gy = (U, Ey) 1a @6 thi lién thong.

e Khong tdn tai mot tap W chia U ma dd thi G han ché trén W 1a lién thong
(tinh to1 dai cua U).

(Ta ciing ddng nhat khai niém thanh phan lién thong U voi thanh phan lién thong

Gy = (U, Ey)).

O—O

Gy

Hinh 5-14: Dé thi va cdc thanh phén lién thong
Mot db thi lién thong chi c6 mot thanh phan lién thong 1a chinh nd. Mot dd thi
khong lién thong s& c6 nhiéu hon 1 thanh phan lién thong. Hinh 5-14 1a vi du vé
dd thi G va cac thanh phan lién thong G, G,, G5 cta no.



Doi khi, viéc xoa di mot dinh va tit ca cac canh lién thudc véi no sé tao ra mot dd
thi con méi c6 nhiéu thanh phan lién thong hon d6 thi ban dau, cac dinh nhu thé
g0i 1a dinh cdt (cut vertices) hay niit khép (articulation nodes). Hoan toan twong
tu, nhitng canh ma khi ta bo n6 di s€ tao ra mot dd thi ¢4 nhiéu thanh phén lién
thong hon so v6i dd thi ban dau dugc goi 1a canh cdt (cut edges) hay cdu
(bridges).

KhElp

|

Cca

Hinh 5-15: Khép va ciu

b) Tinh lién théng trén do thi cé huwéng

Cho d6 thi ¢6 hudng G = (V, E), ¢6 hai khai niém vé tinh lién thong ciia dd thi co
hudng tuy theo ching ta c6 quan tam tdi hudng cua cac cung khong.

G goi 1a lién théng manh (strongly connected) néu ludn ton tai dudng di (theo cac
cung dinh huéng) giira hai dinh bt ki cua do thi, G goi 1a lién théng yéu (weakly
connected) néu phién ban vo hudng ciia n6 1a do thi lién thong.

Fon N

Lién thong Lién thong
Hinh 5-16: Lién thong manh va lién thong yéu

4.2. Bai toan xac dinh cac thanh phan lién thong

Mot bai toan quan trong trong li thuyét d6 thi 1a bai toan kiém tra tinh lién thong
ctia do thi vo hudng hay tong quat hon: Bai toan liét ké cac thanh phan lién thong
cua do thi vo huong.

Dé liét ké cac thanh phan lién thong cta dd thi vo huéng G = (V, E), phuong
phép co ban nhat 13 bit dau tir mot dinh bt ki, ta liét ké nhimg dinh dén duoc tir
dinh d6 vao mdt thanh phén lién thong, sau do loai tat ca cac dinh da liét ké ra
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khoi dd thi va lap lai, thuat toan s& két thiic khi tap dinh cia d6 thi trd thanh @ .
Viéc loai bo dinh ciia db thi c6 thé thyuc hién bang co ché danh dau nhiing dinh bi
loai:

procedure Scan (u€v)
begin
~«Dung BFS hodc DFS liét ké& va danh d4du nhitng dinh c6 thé
dén dugc tu u»;
end;
begin
for Vu€v do
«Khodi tao v chua bi danh dau»;
Count := 0;
for VYu€vV do
if «u chua bi danh diu» then
begin
Count := Count + 1;
Output < «Théng bdo thanh phin lién théng tht Count
gém cac dinh :»;
Scan (u) ;
end;

end.

Thoi gian thuc hién giai thuit dung bang thoi gian thyc hién giai thuat duyét dd
thi bang DFS hoic BFS.

4.3. Bao dong ciia d6 thi vo huéng

a) Dinh nghia
Db thi day du véi n dinh, ki hiéu K,,, 1a mot don do thi v hudng ma giira hai dinh
bat ki cua né déu co canh ndi. P thi dﬁy du K,, c6 dung (2) = n(nz_l) canh, bac

cuamoi dinh déulan—1

K; K, Ks

Hinh 5-17: Dé thi day dii
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b) Bao déng do thi

V6i dd thi G = (V, E), ngudi ta xay dung dd thi G = (v, E) cling gdbm nhirng dinh
cua G con cac canh xay dung nhu sau:
Gitra hai dinh u, v cia G c¢6 canh ndi<Giita hai dinh u, v ciia G c6 duong di
Do thi G xay dung nhu vay dugc goi 1a bao dong cua dd thi G.
Tir dinh nghia ciia d6 thi day di, va do thi lién thong, ta suy ra:
e Mot don db thi v hudng 1a lién thong néu va chi néu bao dong cia né 1a dd
thi day du
e Mot don dd thi vo hudng c6 k thanh phan lién thong néu va chi néu bao déng
ctia n6 ¢ k thanh phan day du.

T

Hinh 5-18: Pon d6 thi vé hwéng va bao déng ciia né
Boi viéc kiém tra mot don db thi c6 phai d6 thi day du hay khong c6 thé thyc hién
kha d& dang (dém s6 canh chang han) nén ngudi ta ndy ra y tudng co thé kiém tra
tinh lién thong cua do thi thong qua viéc kiém tra tinh ddy du cua bao doéng. Van
dé datra la phai c6 thuat toan xay dung bao dong ciia mot dd thi cho trude va mot
trong nhiing thudt toan do la:

¢) Thudt toan Warshall

Thuat toan Warshall — goi theo tén ctia Stephen Warshall, ngudi dd mo ta thuat
toan nay vao nam 1960, doi khi con dugc goi la thudt todn Roy-Warshall vi
Bernard Roy ciing d3 mé ta thudt toan nay vao nam 1959. Thuit todn dé co thé
mo ta rat gon:

Gia str don d6 thi v6 hudng G = (V,E) ¢6 n dinh danh s tir 1 toi n, thuat toan
Warshall xét tit ca cac dinh k € V, v6i mdi dinh k duge xét, thuat toan lai xét tiép
tat ca cac cap dinh (i, j): néu dd thi c6 canh (i, k) va canh (k, j) thi ta ty ndi thém
canh (i,j) néu n6 chua cé. Tu tudng ndy dua trén mot quan sat don gian nhu sau:

161



Néu tir i c6 dudng di t6i k va tir k lai c6 duong di t&i j thi chic chan tir i s& co
duong di toi .

Thuat toan Warshall yéu cau d6 thi phai duoc biéu dién béng ma tran ké A =
{aij}, trong d6 a;; = True < (i,j) € E. M0 hinh cai dat thuat toan kha don gidn:

for k := 1 to n do
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
ali, j] := ali, j] or ali, k] and alk, jl:

Viéc ching minh tinh dung dan cua thuat toan doi hoi phai 14t lai cac 1i thuyét vé

bao déng bic cau va quan hé lién thong, ta s& khong trinh bay ¢ day. Tuy thuat

toan Warshall rat d& cai dat nhung doi hoi thoi gian thyc hién giai thuat kha 1on:

@(n3). Chinh vi vay thuat toan Warshall chi nén sir dung khi thuc su can toi bao

dong cua dd thi, con néu chi can liét ké cac thanh phén lién thong thi cac thuat

toan tim kiém trén dd thi t6 ra hiéu qua hon nhiéu.

Duéi day, ta s€ thur cai dat thuat toan Warshall tim bao dong cua don dd thi vo

hudng sau d6 dém s thanh phan lién thong cta do thi:

Viéc cai dat thuat toan s€ qua nhiing budc sau:

e Dung ma tran ké A biéu dién 0 thi, quy udc rang a;; = True, Vi

e Dung thuat toan Warshall tim bao dong, khi d6 A 1a ma tran ké ctia do thi bao
dong

e Dua vao ma tran ké A, dinh 1 va nhitng dinh ké v6i né s& thudc thanh phén
lién thong thir nhit; véi dinh u nao d6 khong ké véi dinh 1, thi u cung véi
nhitng dinh ké no s& thudc thanh phan lién thong thir hai; voi dinh v nao d6
khong ké véi ca dinh 1 va dinh u, thi v cing vé6i nhitng dinh ké no s& thudc
thanh phan lién thong thi ba v.v...

Input

e Dong 1: Chta s6 dinh n < 200 va sb canh m cua db thi

e m dong tiép theo, mdi dong chira mot cip sd u va v twong tng voi mot canh
(u, v)

Output

Liét ké cac thanh phan lién thong ctia db thi
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N
=
(@}

4
3
6
5
9
S
1
1

Connected Component 1:
Connected Component 2:

Connected Component 3:
11, 12,

WARSHALL.PAS v Thuat toan Warshall liét ké cac thanh phan lién théng

{SMODE OBJFPC}
program WarshallAlgorithm;
const
maxN = 200;
var
a: array[l..maxN, 1..maxN] of Boolean; //Ma trdn ké cia dd thj
n: Integer;
procedure Enter; //Nhép dé thi
var
i, 3, k, m: Integer;

begin
ReadLn (n, m);
for i := 1 to n do
begin
FillChar(a[i][1], n * SizeOf(a[i]l[1l]), False);
ali, 1] := True;
end;
for k := 1 to m do
begin
Readln (i, j);
ali, j] := True;
alj, 1] := True; //Pb thivé huéng: (i j)=(j i)
end;

end;
procedure ComputeTransitiveClosure; //Thuattoan Warshall
var
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k, i, j: Integer;
begin
for k := 1 to n do
for i := 1 to n do

for j := 1 to n do
ali, J] := ali, jl or ali, k] and alk, J1:

end;
procedure PrintResult;
var

Count: Integer;

avail: array [1..maxN] of Boolean; //availlv]=True <> v chwa duwoc liét ké
vao thanh phan lién théng nao

u, v: Integer;
begin

FillChar (avail, n * SizeOf (Boolean), True); //Moidinh déu chuwa
duoc liét ké vao thanh phan lién théng nao

Count := 0;
for u := 1 to n do
if avail([u] then //V&i métdinh uchwa dworc liét ké vao thanh phén lién théng
nao
begin //Liét ké thanh phén lién théng chiva u
Inc (Count) ;
Write ('Connected Component ', Count, ': '");
for v := 1 to n do
if alu, v] then //Xétnhing dinh v ké u (trén bao déng)
begin
Write(v, ', '); //Liétké dinh dé vao thanh phén lién théng
chira u
avail[v] := False; //Liétké dinh nao dénh dau dinh d6
end;
WritelLn;
end;
end;
begin
Enter;

ComputeTransitiveClosure;
PrintResult;
end.

4.4. Bai toan xac dinh cac thanh phan li¢n thong manh
Dbi v6i d6 thi c6 hudng, ngudi ta quan tim dén bai toan kiém tra tinh lién thong
manh, hay tong quat hon: Bai toan liét ké cac thanh phan lién théng manh cua d6
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thi cc')‘ huong. Céc thuat toan tim lfiém thanh ‘phﬁn lién thong manh hiéu qua hién

nay déu dya trén thudt toan tim kiém theo chiéu sau Depth-First Search.

Ta sé khao sat va cai dat hai thuat toan liét ké thanh phén lién thong manh voi

khuon dang Input/Output nhu sau:

Input

e Dong dau: Chira s6 dinh n < 10° va s6 cung m < 10° ciia db thi.

e m dong tiép theo, mdi dong chira hai sd nguyén u, v trong tng voi mot cung
(u, v) cua do thi.

Output

Céc thanh phan lién thong manh.

=
=
ul

Strongly Connected
Component 1:

7, 6, 5,

Strongly Connected
Component 2:

4, 3, 2,

Strongly Connected
Component 3:

11, 10, 9, 8,

Strongly Connected
Component 4:

1,

1
1
1
2
3
4
4
5
6
9
8
9

o O 01 oy O DD B W 00N

a) Phén tich

Xét thuat toan tim kiém theo chiéu sau:

procedure DFSVisit (u€v);
begin
«Thém u vao céay T»
for VVvEV: (u, v)€EE do
if v¢T then
begin
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«Thém v va cung (u, v) vao cay T»;
DFSVisit (v) ;
end;
end;
begin
Input — S thi G;
for VvE€V do availlv] := True;
for VVEV do
if avail[v] then
begin
«Tao ra mdét cady rdng, goi la T»
DFSVisit (v) ;
end;
end.

Dé ¥ tha tuc tham dinh d¢ quy DFSVisit(u). Thi tuc nay xét tit ca nhimg dinh v
ndi tir u:

v=7lahduduéciau=>5
—(5,7) la cung xudi

_

Vé&iu = 6, v =4 thudc nhanh cay DFS da duyét trwdc dé
—(6,4) la cung chéo

v =2latiénbdiclau =4
—(4,2) la cung nguoc

Hinh 5-19: Ba dang cung ngoai ciy DFS
e Néu v chua duoc tham thi di theo cung d6 thiam v, tic 1a cho dinh v tré thanh
con cua dinh u trong cay tim kiém DFS, cung (u, v) khi d6 duoc goi 1a cung
DFS (Tree edge).
e Néu v di tham thi c6 ba kha ning xay ra ddi véi vi tri ciia u va v trong cay
tim kiém DFS:
— v la tién bbi (ancestor) cua u, tac la v dugc tham trudc u va tha tuc
DFSVisit(u) do day chuyén dé quy tir thii tuc DFSVisit(v) goi tdi.
Cung (u, v) khi d6 dwoc goi 1a cung nguoc (back edge)
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— v 1a hau dué (descendant) cta u, tic 1a u dugc tham trudc v, nhung thu
tuc DFSVisit(u) sau khi tién dé quy theo mot huéng khac di goi
DFSVisit(v) roi. Nén khi day chuyén dé quy lui lai vé thi tuc
DFSVisit(u) s& thiy v 1a da thim nén khong tham lai nita. Cung (u, v)
khi do6 goi 1a cung xuéi (forward edge).

— v thudéc mot nhanh DFS da duyét trude do, cung (u, v) khi d6 goi la cung
chéo (cross edge)

Ta nhan théy mét dic diém cua thuat toan tim kiém theo chiéu siu, thuat toan
khong chi duyét qua cac dinh, né con duyét qua tit ca nhimg cung nita. Ngoai
nhitng cung nam trén cdy DFS, nhiing cung con lai ¢6 thé chia lam ba loai: cung
nguoc, cung xudi, cung chéo (Hinh 5-19).

b) Cdy DFS va cdc thanh phin lién théng manh
DPinh 1i 5-9
Néu x va y la hai dinh thudc thanh phan lién thong manh C thi véi moi
dwong di tir x t6i y ciing nhw tir y t6i x. Tat cd dinh trung gian trén
dwong di déu phai thuéc C.
Chieng minh
Vi x va y 1a hai dinh thudc C nén c6 méot dudng di tir x t&i y va mdt dudng di khac tir y téi
x. Nbi tiép hai duong di nay lai ta s& dugc mot chu trinh di tir x t6i y roi quay lai x trong
d6 v 1a mot dinh ndm trén chu trinh. Didu nay chi ra ring néu di doc theo chu trinh ta c6
thé di tir x t6i v ciing nhu tir v t6i x, nghia 1a v va x thudc cing mot thanh phan lién thong
manbh.
Pinh 1i 5-10
Voi mot thanh phcin lién thong manh C bat ki, sé ton tai duy nhat mot dinh
r € C sao cho moi dinh ciia C déu thuéc nhanh cdy DFS goc .

Chdrng minh
Trong s6 cac dir}h cua C, chonr la dinlrl duoc tham dau tién theo thudt ,toén DFS. Ta s€
chung minh C nam trong n‘hénh DFS goc r. That vdy: voi mot dinh v bat ki cua C, do C
lién thong manh nén phaéi ton tai mdt duong di tir r téi v:
(r = x0,X1, e, X = V)
Tir Dinh li 5-9, tat ca cac dinh x;, x5, ..., X, déu thudce C, lai do cach chon r nén ching sé
phai tham sau dinh r. Lai to DPinh 1i 5-8 (dinh li‘ dudng di trang), tét’ ca cac dinh
X1, X2, ..., X = v phdi 1a hau du¢ cua r tirc 1a chung déu thudc nhanh DFS goc 7.
Dinh r trong chimg minh dinh li — dinh thdm trudc tat ca cac dinh khac trong C—
goi 14 chét cta thanh phan lién thong manh C. Mdi thanh phan lién thong manh c6
duy nhit mot chét. Xét vé vi tri trong cdy DFS, chét ciia mot thanh phan lién



thong manh la dinl} nérp cao qhét so voi cac dinh khac thu‘(f)c thanh phan do, hay
no6i cach khéc: 1a tién boi cua tat ca cac dinh thudc thanh phan do.

Pinh 1i 5-11

Véi mét chot v khéng la tién boi cua bdt ki chét nao khdc thi cdc dinh
thuoc nhanh DFS goc r chinh la thanh phan lién thong manh chira r.

Chirng minh

Vi moi dinh v nam trong nhanh DFS gdc 7, goi s 1a chdt ciia thanh phan lién théng manh
chira v. Ta s€ chiing minh r = s. That vay, theo Pinh li 5-10, v phai nam trong nhanh DFS
gbc s. Vay v nam trong ca nhanh DFS gdc 7 va nhanh DFS gbc s, nghia 1a r va s co quan
hé tién bdi—hau dué. Theo gia thiét r khong 14 tién bdi ciia bat ki chdt nao khac nén r phai
1a hau dué cua s. Ta c6 dudng di s ~ r ~ v, ma s va v thudc ciing mot thanh phan lién
thong manh nén theo Dinh 1i 5-9, r ciing phai thudc thanh phan lién thong manh d6. Mdi
thanh phan lién thong manh c6 duy nhat mot chdt ma r va s déu 1a chét nén r = s.

Theo Binh 1i 5-10, ta da c6 thanh phin lién théng manh chira 7 nam trong nhanh DFS gbc
7, theo chimg minh trén ta lai c6: Moi dinh trong nhanh DFS gdc r ndm trong thanh phan
lién théng manh chira 7. Két hop lai dwoc: Nhanh DFS gbc r chinh 1a thanh phan lién
thong manh chua r.

¢) Thudt toan Tarjan

Y tuéng

Hinh 5-20: Thudt toan Tarjan “bé” cdy DFS
Thuat toan Tarjan [40] c6 thé phat biéu nhu sau: Chon r 1a chét khong 13 tién bi
ciia mot chdt nao khac, chon léy thanh phﬁn lién thong manh th nhét 13 nhanh
DFS gbc . Sau d6 loai bo nhanh DFS gbc r ra khoi cay DFS, lai tim thdy mot
chét s khac ma nhanh DFS gdc s khong chira chdt nao khac, lai chon 1dy thanh
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phan lién thong manh thr hai 1a nhanh DFS gbc s... Tuong ty nhu vy cho thanh
phﬁn lién thong manh tha ba, tha tu, v.v... Co thé hinh dung thuat toan Tarjan
“bé” cay DFS tai vi tri céc chdt dé duoc cac nhanh roi rac, moi nhanh 13 mot
thanh phan lién thong manh.

M0 hinh cai dat cua thuat toan Tarjan:

procedure DFSVisit (u€v);
begin
«banh diu u da thim»
for VvEV: (u, v)€EE do
if «v chua tham» then DFSVisit (v);
if «u 1la chbt» then
begin
«Liét ké& thanh phidn lién théng manh tuong tng véi chbét u»
«Loai bé cac dinh da liét ké khoi dd thi va cay DFS»
end;
end;
begin
«banh diu moi dinh déu chua thim»
for VVEV do
if «v chua tham» then DFSVisit (v);
end.

Trinh bay dai dong nhu vy, nhung biy gio chung ta méi thao ludn téi vin dé
quan trong nhat: Lam thé nao kiém tra mot dinh r ndo d6 c6 phai 1a chét hay
khong ?
Dinh li 5-12
Trong mé hinh cdi ddt cia thudt toan Tarjan, viéc kiém tra dinh r ¢6 phdi
la chét khéng dwoc thuce hién khi dinh v dwoc duyét xong, khi dé r la chét
néu va chi néu trong nhinh DFS géc r khéng cé cung t6i dinh tham
truocr.
Chirng minh
Ta nhic lai cac tinh chat cua 4 loai cung:
®  Cung DFS va cung xudi ndi tir dinh tham trude dén dinh thdm sau, hon nira ching déu
1a cung n6i tir tién boi to1 hau dué

®  Cung nguoc va cung cheo ndi tir dinh tham sau t6i dinh tham trudc, cung nguoc ndi tir
hau dué ti tién bdi con cung chéo ndi hai dinh khong c6 quan hé tién bdi-hau dué.

Néu trong nhanh DFS gbc r khong c6 cung téi dinh thim truéc r thi tirc 1a khong ton tai
cung nguoc va cung chéo di ra khoi nhanh DFS gbc r. Diéu d6 chi ra ring tir 7, di theo cac
cung cua do thi s& chi dén dwoc nhimng dinh ndm trong ndi bd nhanh DFS gbc r ma thoi.
Thanh phan lién thong manh chira r phai ndm trong tap cac dinh c6 thé dén tir r, tap nay lai
chinh 1a nhanh DFS géc r,vaynénr la chét.
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Nguoc lai, néu tir dinh u ctia nhanh DFS gdc r ¢6 cung (u, v) téi dinh thim trude r thi cung
d6 phai 1a cung nguoc hodc cung chéo.

Néu cung (u, v) 1a cung nguoc thi v 1a tién bdi cua u, ma r ciing 13 tién bdi ciia u nhung
tham sau v nén r lé} hau dué cta v. Ta cod még chutrinhv ~r~u-v n§n ca} v va r thudc
cung m(f)‘g tha‘tnh’ phén lién thong manh. Xét ve vi tri trén cdy DFS, v 1a tién boi ctia r nén r
khong thé 1a chot
Néu cung (u,v) 14 cung chéo, ta goi s 1 chét cua thanh phan lién thong manh chtra v. Tai
thoi diém thi tuc DFSVisit(u) xét t6i cung (u,v), dinh r da duoc duyét dén nhung chua
duyét xong (do r ‘12‘1 tién boi cua u), dinh s cling da duyét dén (s dugc tham ‘Eruc'rc vdosla
chot cua thanh pha?}n lién thong mgmh chtra v, v dugc tham trudce r theo gia thict, r dugc thﬁm
trudc u vi r 1a chot ctua thanh phan lién théng manh chtra u) nhung chua giuyét xong (vi néu
s duoc duyét xong thi thudt toan da loai bo tat ca cac dinh thudc thanh phan lién thong mar}h
chot s trong d6 ¢6 dinh v ra khoi do thi nén cung (u, v) s& khong duge tinh dén nita), dicu
ndy chi ra rang khi DFSVisit(u) dugc goi, hai thu tuc DFSVisit(r) va DFSVisit(s) déu da
duoc goi nhung chua thoat, tirc 1a chung nim trén mot day chuyen d€ quy, hay r va s c6
quan hé tién bbi-hdu dué. Vi s duoc thim trude r nén s s& 1a tién bdi cia r, ta ¢6 chu trinh
ST SUDVSS nén r va S thuoc’cung mot thanh phan lién thong manh, thanh phin nay
da co6 chot s roi nén r khong thé 1a chot nira.
Tir Pinh 1i 5-12, viéc s& kiém tra dinh 7 c¢6 1a chdt hay khong c6 thé thay bang
viéc kiém tra xem cé ton tai cung néi tir mét dinh thuéc nhanh DFS gé'c T toT mot
dinh tham trudc r hay khong?.
Dudéi day 1a mot cach cai dat hét st thong minh, ndi dung ctia né la danh s6 thir
tu céc dinh theo thir tw duyét dén. Dinh nghia Number[u] 14 s6 thu ty cia dinh u
theo cach danh sé d6. Ta tinh thém Low[u] 14 gi4 tri Number[.] nho nhat trong
cac dinh co thé dén duge tir mot dinh v nao dé cua nhanh DFS géc u béng mot
cung. Cu thé cach tinh Low[u] nhu sau:
Trong thi tuc DFSVisit(u), trudc hét ta danh sd thir ty tham cho dinh u:
Number[u] va khoi tao Low[u] == +o0. Sau d6 xét cac dinh v ndi tir u, c6 hai
kha nang:
Néu v di tham thi ta cuc tiéu hoa Low[u] theo cong thuc:
Low[u] s = min(Low[u].;, Number[v])
Néu v chwa tham thi ta goi dé quy DFSVisit(v), sau d6 cuc tiéu hoa Low[u] theo
cong thuec:
Low[u] s = min(Low[u].;, Low[v])
Khi duyét xong mét dinh u (chuan bi thoat khoéi thu tuc DFSVisit(u)), ta so sanh
Low[u] va Number[u], néu nhu Low[u] = Number[u] thi u 1a chdt, boi khong
cO cung ndi tir mot dinh thudc nhanh DFS géc u t61 mot dinh tham trude u. Khi
d6 chi viéc liét ké cac dinh thudc thanh phan lién théng manh chtra u chinh la
nhanh DFS gbc u.



bé cong viéc dé dang hon nfira, ta dinh nghia mgt danh sach Stack dugc t6 chuc
dudi dang ngin xép va dung ngin xép nay dé 1ay ra cac dinh thuéc mot nhanh nao
d6. Khi duyét dén mot dinh u, ta ddy ngay dinh u d6 vao ngan xép, thi khi duyét
xong dinh u, moi dinh thuéc nhanh DFS gbc u s& duoc diy vao ngan xép Stack
ngay sau u. Néu u 1a chdt, ta chi viéc liy cac dinh ra khoi ngin xép Stack cho t6i
khi 14y t6i dinh u 1a s& dugc nhanh DFS gbc u cling chinh 13 thanh phan lién
thong manh chtra u.

M6 hinh

Duéi ddy 1a mé hinh cai dit day du cua thuat toan Tarjan

procedure DFSVisit (u€v);

begin
Count := Count + 1;
Number[u] := Count; //Pdnh sé u theo thir tw duyét dén
Low[u] := +e;

Push (u) ; //Pdy uvao ngdn xép
for VvEV: (u, v)EE do
if Number[v] > 0 then //vdatham

Low[u] := min(Low[u], Number[v])
else //vchwatham
begin
DFSVisit (v); //Dithamv
Low[u] := min(Low([u], Lowl[Vv]);
end;

//Pén day u dwoc duyét xong
if Low[u] = Number[u] then //Néu u lachét
begin
«Théng bdo thanh phdn lién théng manh véi chét u gdm cbd
cdc dinh:»;
repeat
v := Pop; //lay tirngén xép ramétdinhv
Output <« v;
«Xo04& dinh v khoéi dé thi: V := V - {v}»;
until v = u;
end;
end;
begin
Count := 0;
Stack := @; //Khéitao métngin xép réng
for VvEV do Number[v] := 0; //Number[v]=0 < vchwa tham
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for VVEV do
if Number([v] = 0 then DFSVisit (v);
end.

Boi thuat toan Tarjan chi 14 sira d6i cua thudt toan DFS, cac phép vao/ra ngin xép
dugc thyc hién khong qua n lan. Vay nén thoi gian thuc hién gidi thuat van la
O(|V| + |E]) trong trudng hop dd thi duge biéu dién bang danh sach ké hodc danh
sach lién thuoc, 1a ©(|V|?) néu dung ma tran k& va 1a ©(|V||E]) néu dung danh
sach canh.
Cai dit
Chuong trinh cai dat dudi day biéu dién dd thi boi danh sach lién thudc kiéu
forward star: Mdi dinh u s& duoc cho twong ing véi mét danh sach cac cung di ra
khoi u, nhu vy mdi cung s& xuat hién trong diing mot danh sach lién thudc. Néu
cac cung dugc luu trir trong mang e[1 ... m], danh sach lién thudc dugc xay dung
bang hai méang,
e head[u] 14 chi s6 cung d4u tién trong danh sach lién thudc cua dinh u. Néu
danh sach lién thudc dinh u 1a @, head[u] dugc gan bang 0.

e link[i] 1a chi sé cung ké tiép cung e[i] trong danh sach lién thudc chira cung
e[i]. Truong hop e[i] 14 cung cudi cung ciia mot danh sach lién thudc, link|[i]
dugc gan bang 0

TARJAN.PAS v Thuéat toan Tarjan

o

{SMODE OBJFPC}
{$M 4000000}
program StronglyConnectedComponents;

const
maxN = 100000;
maxM = 1000000;
type

TStack = record
Items: array[l..maxN] of Integer;
Top: Integer;

end;

TEdge = record //Cau tric cung
x, y: Integer; //Haidinh ddu mut

end;

var
e: array[l..maxM] of TEdge; //Danh sdchcanh

link: array[l..maxM] of Integer; AWMﬁchséCungﬁépﬁmoethng
danh sdch lién thudc
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head: array[l..maxN] of Integer; //head[u]: chi sé cung déu tién trong
danh séch lién thudc cac cung di ra khoi u
avail: array[l..maxN] of Boolean;
Number, Low: array[l..maxN] of Integer;
Stack: TStack;
n, Count, SCC: Integer;
procedure Enter; //Nhép diliéu
var
i, u, v, m: Integer;
begin
ReadLn (n, m);
for 1 := 1 to m do //Poc danh sach canh
with e[i] do Readln(x, V);

FillChar (head[1], n * SizeOf (head[1]), 0); //KhGitao cdcdanh sdch
lién thuéc réng

for i := m downto 1 do //Xdydwng cac danh sach lién thudc
with e[1] do
begin
link[1i] := head[x]; //Mdcnbiefi] = (x, y) vao danh séch lién thudc
nhikng cung di ra khoi x
head[x] := 1i;
end;

end;
procedure Init; //Khéi tao
begin

FillChar (Number, n * SizeOf (Number[1]), 0); //Moidinh déu chwa
tham

FillChar(avail, n * SizeOf (avail([l]), True); //Chwa dinh nao bj
loai

Stack.Top := 0; //Ngénxép réng
Count := 0; //Bién dém sé thir t duyét dén, dung dé danh sé
SCC := 0; //Bién danh sb céc thanh phan lién thong
end;
procedure Push(v: Integer); //Pdy métdinh v vao ngén xép
begin
with Stack do
begin
Inc (Top); Items[Top] := v;
end;
end;

function Pop: Integer; //LAy métdinh v khéi ngdn xép, tré vé trong két qua
ham
begin




with Stack do
begin
Result := Items[Top]; Dec (Top):;
end;
end;
//Ham cure tiéu hod: Target := Min(Target, Value)
procedure Minimize (var Target: Integer; Value: Integer);
begin
if Value < Target then Target := Value;
end;
procedure DFSVisit (u: Integer); //Thudt toéan tim kiém theo chiéu sau bat
dau teeu
var
i, v: Integer;
begin
Inc (Count); Number[u] := Count; //Truéc hétdanh sé cho u
Low[u] := maxN + 1; //khGitao Low[u]:=+ rdisau cuc tiéu hod dan
Push (u) ; //Pay uvao ngan xép
i := head[ul; //Duyéttr ddu danh séach lién thudc cac cung di ra khdi u
while 1 <> 0 do
begin
v := e[i].y; //Xétnhing dinh v nditiru
if avail([v] then //Néu v chwa biloai
if Number[v] <> 0 then //Néu v dithdm
Minimize (Low[u], Number[v]) AkwcﬁéuhoéLowﬁdtheocéngth@cnéy
else //Néu v chwa thdm
begin
DFSVisit (v); //Tiép tuc tim kiém theo chiéu sdu bét dau ttr v
Minimize (Low[u], Low([v]); //Réicuec tiéu hod Lowlu] theo cong thirc nay
end;
i := link[1]; //Chuyén sang xét cung tiép theo trong danh séach lién thuoc
end;
//Dén day thi dinh u dwoc duyét xong, tirc I1a céc dinh thudc nhanh DFS géc u déu da
tham
if Low[u] >= Number[u] then //Néu ulachbt
begin //Liét ké thanh phén lién théng manh cé chét u
Inc (SCC);
WriteLn ('Strongly Connected Component ', SCC, ': '");
repeat
v := Pop; //L4y dan cac dinh ra khéi ngan xép
Write(v, ', '); //Liétké cac dinh do
avail([v] := False; //ROiloailuén khéi db thj
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until v = u; //Cho t6ikhildy téi dinh u
Writeln;
end;
end;
procedure Tarjan; //Thuéttoan Tarjan
var
v: Integer;
begin
for v := 1 to n do
if avail[v] then DFSVisit (v):;
end;
begin
Enter;
Init;
Tarjan;
end.

d) Thudt toan Kosaraju-Sharir

Mo hinh

C6 mot thuat toan khac dé 1iét ké cac thanh phf?ln lién thong manh 1a thuat toan
Kosaraju-Sharir (1981). Thuat todn nay thuc hién qua hai budc:

Buédc 1: Dung thuat toan tim kiém theo chiéu sdu voi thu tuc DFSVisit,
nhung thém vao mot thao tdc nho: danh s6 lai cac dinh theo thr tu duyét
xong.
Buéc 2: Pao chiéu cac cung cua dd thi, xét 1an luot cac dinh theo thir tu tir
dinh duyé¢t xong sau cung téi dinh duyét xong dau tién, véi mdi dinh do, ta lai
dung thuat toan tim kiém trén d6 thi (BFS hay DFS) liét ké nhitng dinh nao
dén duoc tir dinh dang xét, d6 chinh 1a mot thanh phén lién thong manh. Liét
ké xong thanh phan nao, ta loai ngay cac dinh ctia thanh phan d6 khoi db thi.

Pinh i 5-13

thong manh khong co cung di vao.

Chdrng minh

D& théy ring dinh 7 duyét xong sau ciing phai 1 gbc cia mot cay DFS nén r s& la chdt cua

mot thanh phﬁ?m lién thong manh, ki hiéu C (r).

Goi s 14 chdt ciia mot thanh phan lién théng manh C(s) khac. Ta chimg minh ring khong
thé ton tai cung di tir C(s) sang C(r), gia s phan ching ring c6 cung (u,v) trong dé
u € C(s) va v € C(r). Khi d6 ton tai mot dudng di Py:s ~ u trong ndi bd C(s) va ton tai

Véi r la dinh duyét xong sau cing thi v la chét ciia mot thanh phan lién



mot duong di P,: v ~ r ndi bd C(r). Do tinh chét cua chét, s duge thim trude moi dinh
khéc trén duong P, va r dwoc tham truéec moi dinh khac trén duong P,. N&i duong di
Pi:s ~u v6i cung (u,v) va ndi tiép véi duong di Py:v ~ r ta dugc mot duong di
P:s ~ r (Hinh 5-21)

C(s)

Hinh 5-21
Co6 hai kha nang xay ra:
® Néu s dugc tham trude 7 thi vao thoi diém s duge tham, moi dinh khac trén dudng di P
chua tham. Theo Pinh 1i 5-8 (digh li duong di trang), s s€ 1a tién boi cua r va phai dugc
du’yét xong sau r. Trai voi gia thiét r 1a dinh fiuyét xong sau cfm’g. ’
® Nc¢u s dugc tham sau r, nghia 1a vao thoi diém r dugc duyét dén thi s chua duyét dén, lai
do r dugc duyét xong sau cung nén vao thoi di€ém r duyét xong thi s da duyét xong. Theo
Pinh 1i 5-13, s sé€ 1a hau (‘1ué cuar. Vay tu s co du(‘mg~ di t&i r va nguoc lai, nghialar va s
thudc cung mot thanh phan lién thong manh. Mau thuan.
DPinh li dugc chung minh.
Dinh 1i 5-13 chi ra tinh dung dan cta thuét toan Kosaraju-Sharir: Pinh r duyét
xong sau cing chic chin 1 chdt cia mot thanh phan lién thong manh va thanh
phan lién théng manh nay gébm moi dinh dén dugc r. Viée liét ké cac dinh thudc
thanh phan lién théng manh chdt r duoc thuc hién trong thuét toan thong qua thao
tac dao chiéu céc cung cua dd thi roi liét ké céac dinh dén duge tir 7.
Loai bo thanh phan lién thong manh véi chdt r khoi dd thi. Cay DFS gbc r lai
phan rd thanh nhiéu ciy con. Lap luan tuong tw nhu trén véi dinh duyét xong sau
cung (Hinh 5-22)
Vidu:
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Hinh 5-22. Ddnh so lgi, dio chiéu cdc cung va thuc hién thudt todn tim kiém trén do thi véi
cdch chon cdac dinh xuat phadt nguwoc lai voi thir tw duyét xong (thww tw 11, 10... 3, 2, 1)

Cai dat

Trong viéc 1ap trinh thudt todn Kosaraju—Sharir, viéc danh s6 lai cac dinh dugc
thuc hién béng danh sach: Tai budc duyét dd thi 1an 1, mdi khi duyét xong mot
dinh thi dinh d6 duoc dua vao cudi danh sach. Sau khi déo chiéu cac cung cua do
thi, chung ta chi can duyét tur cudi danh sach s& duge cac dinh dang thu ty nguoc
v6i th ty duyét xong (co ché tuong ty nhu ngan xép)

Dé liét ké cac thanh phan lién thong manh cia don do thi co huéng bang thuat
toan Tarjan cling nhu thuat toan Kosaraju-Sharir, cach biéu dién d6 thi tot nhat 1a
st dung danh sach ké hodc danh sach lién thudc. Tuy nhién véi thuat toan
Kosaraju-Sharir, viéc cai dat bfing dach sach lién thudc 1a hop 1i hon béi n6 cho
phép chuyén tir cach biéu dién forward star sang cach biéu dién reverse star mot
cach dé dang bang cach chinh lai mang link va head. Ciu trac forward star duoc
st dung ¢ pha danh s6 lai cac dinh, con ciu trac reverse star dugc st dung khi li¢t
ké cac thanh phan lién thong manh (boi can thyc hién trén do thi do chiéu)

B KOSARAJUSHARIR.PAS v’ Thuat toan Kosaraju—Sharir

{SMODE OBJFPC}
{$M 4000000}
program StronglyConnectedComponents;
const
maxN = 100000;
1000000;

maxM




type

TEdge = record //C4u tric cung

X, y: Integer; //Haidinh ddu mut

end;
var

e: array[l..maxM] of TEdge; //Danh sdchcanh

link: array[l..maxM] of Integer; //linkli]: Chi sé cung ké tiép efi] trong
danh sach lién thudc

head: array[l..maxN] of Integer; //head[u]: Chisb cung dau tién trong
danh sach lién thuéc

avail: array[l..maxN] of Boolean;

List: arrayl[l..maxN] of Integer;

Top: Integer;

n, m, v, SCC: Integer;
procedure Enter; //Nhdp di liéu
var

i, u, v: Integer;

begin
ReadLn (n, m);
for 1 := 1 to m do

with e[i] do
Readln (x, V)7
end;
procedure Numbering; //Liétké cac dinh theo thir t duyét xong vao danh sdch List
var
i, u: Integer;
procedure DFSVisit(u: Integer); //Thuéttoan DFS tiru
var
i, v: Integer;
begin
avail[u] := False;
i := head[u];
while 1 <> 0 do //Xétcdccung efi] dirakhdiu
begin
v o= el[i]l.y;
if avail[v] then DFSVisit (v);

i := link[1i]:;
end;
Inc (Top); List[Top] := u; //uduyétxong, dwa uvao cudi danh sach List

end;
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begin
//Xdy dung danh séch lién thubc dang forward star: Méi dinh u twong tng véi danh sach
céac cung di ra khdi u
FillChar (head[l], n * SizeOf (head[1]), 0):;
for i := m downto 1 do
with e[i] do

begin
link[i] := head[x];
head([x] := 1i;
end;
FillChar(avail[l], n * SizeOf (avail[l]), True);
Top := 0; //Khditao danh séch List réng
for u := 1 to n do

if avail[u] then DFSVisit (u);
end;
procedure KosarajuSharir;
var
i, u: Integer;
procedure Enum(u: Integer); //Thuéttodn DFS tirutrén dd thi ddo chiéu
var
i, v: Integer;

begin
avail[u] := False;
Write(u, ', ');
i := head[u];
while 1 <> 0 do //Xétcdc cung eli] divaou
begin
v = e[i].x;
if avail[v] then Enum(v);
i := link[1i]:;
end;
end;
begin

//Xdy dung danh séch lién thuéc dang reverse star: mbi dinh u tuong (g véi danh sach
céc cung di vao u

FillChar (head([1l], n * SizeOf (head[1]), 0);
for i := m downto 1 do
with e[i] do
begin
link[i] = headl[y];
head[y] := 1i;
end;
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FillChar(avail[l], n * SizeOf (avail[l]), True);

SCC := 0;
for u := n downto 1 do
if avail[List[ul]] then //Liét ké thanh phén lién thong chét Listju]
begin
Inc (SCC) ;

WritelLn ('Strongly Connected Component ', SCC, ': '");
Enum (List[u]) ;
Writeln;
end;
end;
begin
Enter;
Numbering;
KosarajuSharir;
end.

Thoi gian thyc hién giai thuat co thé tinh bang hai lugt DFS, vay nén thoi gian
thuc hién giai thuat s& 1a O(|V| + |E]|) trong truong hop d6 thi dugc biéu dién
bang danh sach ké hodc danh sach lién thudc, 1a ©(|V|?) néu dung ma tran ké va
12 ©(|V||E|) néu dung danh sach canh.

4.5. Sip xép to pd

{8,9,10,11}

Hinh 5-23. Do thi c6 huwdng va dé thi cic thanh phan lién thong manh
Xét d6 thi ¢ huéng G = (V,E), ta xdy dung d0 thi co6 huéng G5°C =
(VS€€, ESCCY nhu sau: Mbi dinh thude VS¢C¢ tuong tmg voi mot thanh phan lién
thong manh cua G. Mot cung (r,s) € ESC¢ néu va chi néu ton tai mot cung
(u,v) €E E trén G trongddu Er; v € s.

180



D6 thi GSCC goi 1a @0 thi cac thanh phan lién thong manh

Do thi G5¢¢ 1a db thi c6 hudng khong c6 chu trinh (directed acyclic graph-DAG)
vi néu G5¢¢ ¢6 chu trinh, ta c6 thé hop tat ca cac thanh phan lién thong manh
tuong Gmg voi cac dinh doc trén chu trinh dé duoc mot thanh phan lién thong
manh 16n trén dd thi G, mau thuan véi tinh tdi dai cua mot thanh phén lién thong
manh.

Trong thuat toan Tarjan, khi mot thanh phﬁn lién thong manh dugc liét k&, thanh
phan dé s& twong tmg véi mot dinh khong co cung di ra trén GS°C. Con trong
thuat toan Kosaraju—Sharir, khi mét thanh phﬁn lién thong manh duoc liét ké,
thanh phan d6 s& twong tmg véi mot dinh khong ¢ cung di vao trén G5¢€. Ca hai
thuat toan déu loai bo thanh phan lién thong manh mdi khi liét ké xong, tic 1a loai
bo dinh twong tmg trén G5¢¢.

Néu ta danh s6 cac dinh cua GS°C tir 1 trd di theo thir tu cac thanh phan lién théng
manh duoc 1iét ké thi thuat toan Kosaraju—Sharir s€ cho ta mét cach danh sb goi la
sdp xép 6 pé (topological sorting) trén GC¢: Cac cung trén GS€ khi d6 s& chi
ndi tir dinh mang chi s6 nho toi dinh mang chi s6 16n. Néu danh sé cac dinh cua
GSCC theo thuat toan Tarjan thi nguoc lai, cac cung trén G5 khi d6 s& chi ndi tir
dinh mang chi s6 16n toi dinh mang chi sb nho.

Bai tap

5.14. Chimg minh rang d thi c6 huéng G = (V, E) 1a khong c6 chu trinh néu va
chi néu qué trinh thyc hién thuat toan tim kiém theo chiéu sau trén G khong
cO cung nguoc.

5.15. Cho db thi c6 huéng khong co chu trinh G = (V, E) va hai dinh s, t. Hiy
tim thuat toan dém sd dudng di tir s toi t (chi cAn dém sb luong, khong can
li¢t ké cac duong).

5.16. Trén mit phing v6i hé toa do Decattes vudng goc cho n dudng tron, moi
dudng tron xac dinh boi bo 3 sb thue (x,y,7) & diy (x,y) 1a toa d6 tAm va
r 13 ban kinh. Hai duong tron goi 13 thong nhau néu chung c6 diém chung.
Hay chia cac duong tron thanh mét sé téi thiéu cac nhom sao cho hai duong
tron bat ki trong mot nhom bat ki 6 thé di duoc sang nhau sau mdt s6 hiru
han cac budc di chuyén giita hai dudng tron thong nhau.

5.17. Cho mot lu6i 6 vudng kich thuéc m X n gdm cac sé nhi phan € {0,1}
(m,n < 1000). Ta dinh nghia mot hinh 13 mot mién lién thong cac 6 ké
canh mang s6 1. Hai hinh dugc goi 1a giéng nhau néu hai mién lién thong
twong tmg co thé dat chong khit 1én nhau qua mot phép doi hinh. Hay phan
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loai cac hinh trong ludi ra thanh mot sé cac nhoém thoa man: MSi nhom gdom
cac hinh gidng nhau va hai hinh bit ki thudc thudc hai nhém khac nhau thi
khong gidong nhau:

1
1
1
1
1
0]
1
1
1

SRS O | O (O | O i

5.18. Cho d6 thi c6 hudng G = (V, E), hiy tim thuit toan va viét chuong trinh dé
chon ra mdt tdp it nhét cac dinh S € V dé moi dinh cta V déu co thé dén
duoc tir it nhat mét dinh cia S béng mot duong di trén G.

5.19. Mot db thi c6 huéng G = (V, E) goi 13 nira lién thong (semi-connected) néu
v61 moi cap dinh u, v € V thi hoac u c6 duong di dén v, hodc v cb duong di
dén u.

a) Chig minh rang dd thi ¢6 huéng G = (V,E) 1a nira lién théng néu va
chi néu trén G ton tai dudong di qua tit ca cac dinh (khong nhat thiét phai 1a
duong di don)

b) Tim thuit toan va viét chuong trinh kiém tra tinh ntra lién thong cua
do thi.

5. Vai irng dung cua DFS va BFS

5.1. Xay dung cay khung ciia do thi

Cay la d0 thi vo hudng, lién thong, khong c6 chu trinh don. D6 thi vo hudng
khéng c6 chu trinh don goi 1a rimg (hop ctia nhiéu cdy). Nhu vy mdi thanh phan
lién thong cua rirng 1a mot cay.

Xét dd thi G = (V,E) va T = (V,E;) 1a mot do thi con cua d6 thi G (E; S E),
néu T 13 mot cay thi ta goi T 14 cdy khung hay cdy bao triim (spanning tree) cla
dd thi G. Piéu kién can va da dé mot d6 thi v hudng co cdy khung 1a dd thi do
phai lién thong.

D& thiy ring v6i mot do thi vo hudng lién thong cé thé c6 nhiéu cidy khung
(Hinh 5-24).
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e 8 5 82

Hinh 5-24: Dé thi va mét sé vi du cdy khung
Dinh li 5-14 (Daisy Chain Theorem)
Gia sir T = (V, E) la dé thi vé huwdng véi n dinh. Khi @6 cdc ménh d@é sau
la twong duong:
1. T la cay
2. T khong chira chu trinh don va co n — 1 canh
3.T lién théng va méi canh ciia né déu la cau
4.Giita hai dinh bdt ki ciia T déu ton tai diing mot dwong di don
5.T khong chira chu trinh don nhung hé cir thém vao mét canh ta thu dwoc
mot chu trinh don.

6. T lién thong va co n — 1 canh

Chirng minh:
1=2:

Tu T 1a cay, theo dinh nghia T khong chira chu trinh don. Ta s€ chung minh cay T
c¢6 n dinh thi phai ¢6 n — 1 canh bang quy nap theo sé dinh n. R5 rang khin = 1
thi cdy c6 1 dinh s& chta 0 canh. Néu n = 1, goi P = (v, vy, ..., V) 1a duong di
dai nhat (qua nhiéu canh nhét) trong T. Dinh v; khong thé ké v6i dinh ndo trong
sb cac dinh vs, vy, ..., vy, béi néu ¢ canh (vy,v,) (3 < p < k), ta s& thiét lap
duoc chu trinh don (vy, vy, ..., vy, v1). Mit khéc, dinh v, cling khong thé k& véi
dinh nao khac ngoai cac dinh trén duong di P trén boi néu c6 canh (vy, v;) € E,
vy & P thi ta thiét 1ap duoc duong di (vy, 1, Vy, ..., Vi) dai hon P. Vay dinh v,
chi c6 dung mot canh ndi véi V5, n6i cach khac, v; 1a dinh treo. Loai bo v; va
canh (vy,v,) khéi T, ta dugc d6 thi méi cling la cdy va ¢c6 n — 1 dinh, cdy nay
theo gia thiét quy nap c6 n — 2 canh. Vay cay T ¢c6 n — 1 canh.



2=3:

Gia sir T ¢ k thanh phan lién thong Ty, Ty, ..., Ty. Vi T khong chira chu trinh don
nén cac thanh phan lién thong cia T ciing khong chira chu trinh don, tic 1a cac
Ty, Ty, ..., Ty déu 13 ciy. Goi ny,ny,, ..., ny, 1an luot 1a sb dinh coa Ty, Ty, ..., Ty thi
cady T; co ny — 1 canh, cay T, c6 n, — 1 canh..., cay Ty c6 n, — 1 canh. Cong lai
ta ¢6 sb canh cia T 1a n — k canh. Theo gia thiét, cdy T ¢c6 n — 1 canh, suy ra
k = 1, d6 thi chi c6 mot thanh phan lién thong 1a d6 thi lién thong.

Bay gio khi T d lién thong, két hop véi gia thiét T khong c6 chu trinh nén néu bo
di mot canh bat ki thi d6 thi méi van khong chira chu trinh. D6 thi méi nay khong
thé lién thong vi néu khong no sé& phai 1a mot cdy va theo chimg minh trén, do thi
méi s& co n — 1 canh, tirc 1a T ¢6 n canh. Mau thuin nay ching t6 tat ca cic canh
cua T déu la cau.

3=4:

Goi x va y 1a 2 dinh bat ki trong T, vi T lién théng nén s& c6 mot duong di don tir
x téi y. Néu ton tai mot duong di don khac tr x té1 y thi néu ta bé di mot canh
(u, v) nam trén dudng di thir nhat nhung khong niam trén duong di thir hai thi tir u
van ¢c6 thé dén duoc v béng cach: di tir u di theo chiéu t6i x theo cac canh thudc
duong tht nhit, sau d6 di tir x toi y theo dudng thir hai, rdi lai di tir y t6i v theo
cac canh thudc duong di thir nhat. Diéu nay chi ra viéc bo di canh (u, v) khong
anh hudng toi viée co thé di lai dugc giira hai dinh bat ki. Mau thuin véi gia thiét
(u, v) 1a cau.

4=5:

Thir nhét T khong chura chu trinh don vi néu T chira chu trinh don thi chu trinh d6
qua it nhat hai dinh (u, v). RS rang doc theo cic canh trén chu trinh d6 thi tir u ¢
hai duong di don t&1 v. Vo 1i.

Giira hai dinh (u, v) bat ki cua T c¢6 mot duong di don ndi u véi v, vay khi thém
canh (u, v) vao duong di nay thi s€ tao thanh chu trinh.

5=6:

Goi u va v 1 hai dinh bét ki trong T, thém vao T mdt canh (u, v) nita thi theo gia
thiét s& tao thanh mot chu trinh chira canh (u, v). Loai bo canh nay di thi phan con
lai ctia chu trinh s€ 1a mot duong di tir u téi v. Moi cdp dinh cua T déu co6 mot
duong di ndi chiung tire 1a T lién thong, theo gia thiét T khong chira chu trinh don
nén T la cdy va co n — 1 canh.

6=>1:



Gia su T khong 1a cay thi T c6 chu trinh, huy bé mot canh trén chu trinh nay thi T
van lién thong, néu d6 thi méi nhan duoc van ¢ chu trinh thi lai huy mot canh
trong chu trinh méi. C nhu thé cho téi khi ta nhan duge mot do thi lién thong
khong c6 chu trinh. D6 thi nay 1a cdy nhung lai ¢c6 < n — 1 canh (v6 li). Vay T 1a
cay.
Pinh li 5-15

S6 cdy khung ciia do thi day di K, la n™ 2.
Ta sé khdo sdt hai thudt todn tim cdy khung trén do thi vé huéng lién
thong G = (V,E).

a) Xdy dung cdy khung bﬁng thudt todn hop nhit

Trude hét, dat T = (V,®); T khong chira canh nao thi c6 thé coi T gdm |V| cdy
101 rac, moi cay chi c¢6 1 dinh. Sau do6 xét 1an luot cac canh cua G, néu canh dang
xét ndi hai cay khac nhau trong T thi thém canh d6 vao T, dong thoi hop nhét hai
cdy d6 lai thanh mot cay. Ctr 1am nhu vy cho t6i khi két nap du |[V| — 1 canh vao
T thi ta duoc T 1a cdy khung cta d6 thi. Trong viéc xay dung cdy khung bang
thuat toan hop nhét, mot ciu trac dit liéu biéu dién cac tap ro1 nhau thuong duoc
stt dung dé ting toc phép hop nhat hai ciy ciing nhu phép kiém tra hai dinh c6
thudc hai cay khac nhau khong.

b) Xdy dung ciy khung bang cdc thudt todn tim kiém trén do thi.

Hinh 5-25: Cay khung DFS va cdy khung BFS trén cung mgt do thi (miii tén chi chiéu @i tham
cdc dinh)

Ap dung thuat toan BFS hay DFS bit dau tir dinh s nao do, tai mdi budc tir dinh u
tGi tham dinh v, ta thém vao thao tac ghi nhan luon canh (u, v) vao cay khung. Do
d6 thi lién thong nén thuat toan s& xuét phat tir s va toi tham tat ca cac dinh con
lai, mdi dinh dung mot 1an, tirc 14 qua trinh duyét s& ghi nhan dwoc dung |V| — 1
canh. TAt ca nhiing canh d6 khong tao thanh chu trinh don béi thuat toan khong



tham lai nhitng dinh di thim. Theo ménh d& twong dwong thir hai, ta c6 nhimng
canh ghi nhan dugc tao thanh mét cay khung cta dd thi.

5.2. Tap cac chu trinh co s& ciia dd thi
Xét mot dd thi vo hudng lién thong G = (V,E); goi T = (V, Ey) 1a mot cay khung
cua no6. Cac canh cua cay khung duoc goi 1a cac canh trong, con cac canh khac la
cac canh ngoai cay.
Néu thém mot canh ngoai e € E — E; vao cay khung T, thi ta dugc ding m(:)t chu
trinh don trong T, ki hi€u chu trinh nay 1a C,. Chu trinh C, chi chira duy nhat mdt
canh ngoai cdy con cac canh con lai déu la canh trong cay T
Tép céc chu trinh:

Y ={C.le € E—E}
duoc goi la tap cac chu trinh co so cua dd thi G.
Céc tinh chat quan trong ctia tip cac chu trinh co so:

e Tap cac chu trinh co s¢ 1a phu thude vao cay khung, hai cdy khung khac nhau
c6 thé cho hai tap chu trinh co s& khac nhau.

e Cay khung cta db thi lién thong G = (V,E) ludn chira [V| — 1 canh, con lai
|E| — |V| + 1 canh ngoai. Tuong tng vi mdi canh ngoai ¢c6 mot chu trinh co
s&, vy s chu trinh co so cua db thi lién thong 13 |[E| — [V] + 1.

e Tap cac chu trinh co s& 13 tdp nhiéu nhét cac chu trinh thoa man: Mdi chu
trinh c6 dung mdt canh riéng, canh d6 khong nam trong bat cr mot chu trinh
nao khac. Pidu nay c6 thé ching minh dugc bang cach 14y trong do thi lién
thong mat tap gém k chu trinh thoa man diéu do thi viéc loai bo canh riéng
ciia mot chu trinh s& khong lam mét tinh lién théng cta dd thi, dong thoi
khong anh hudng t6i sy ton tai cua cac chu trinh khac. Nhu vay néu loai bo
tat ca cac canh riéng thi dd thi van lién thong va con |E| — k canh. 6 thi lién
thong thi khong thé co it hon |V| — 1 canh nén ta c6 |E| — k = |V| — 1 hay
k <|E|—-|V|+1.

e  Moi canh trong mot chu trinh don bat ki déu phai thuéc mot chu trinh co sé.
B&i néu c6 mét canh (u, v) khong thudc mot chu trinh co sd nao, thi khi ta bo
canh d6 di d6 thi van lién thong va khong anh huong toi su ton tai clia cac
chu trinh co s6. Lai bo tiép |E| — |V| + 1 canh ngoai ctia cac chu trinh co s
thi d6 thi van lién théng va con lai |V| — 2 canh. Diéu nay vo li.

D6i v6i 46 thi G = (V, E) ¢6 k thanh phan lién thong, ta c6 thé xét cac thanh phan

lién thong va xét rimg cac cdy khung cta cac thanh phan d6. Khi d6 c6 thé mé



rong khai niém tip cac chu trinh co s& cho db thi vo hudng téng quat: Mdi khi
thém mot canh khong ndm trong cc cay khung vao rimg, ta dugc dung mot chu
trinh don, tap cac chu trinh don tao thanh bang cach ghép cac canh ngoai nhu vdy
goi 13 tap cac chu trinh co s¢ ciia d6 thi G. S6 cac chu trinh co s 1a |E| — V| + k.

5.3. Bai to4n dinh chiéu db thi

Bai toan dat ra 1a cho mot dd thi vo hudng lién thong G = (V, E), hiy thay mdi
canh cua dd thi béng mot cung dinh hudng dé dugec mot dd thi co hudéng lién
thong manh. Néu c6 phuong an dinh chiéu nhu vay thi G dugc goi la dd thi dinh
chiéu dugc. Bai toan dinh chiéu db thi c6 tmg dung rd nhét trong so dd giao thong
duong bd. Chang han nhu tra 16i cau hoi: Trong mot hé thong dudng phd, lidu co
thé quy dinh cac duong phd d6 thanh dudng mot chiéu ma van dam bao su di lai
giita hai nut giao thong bat ki hay khong.

C6 thé tong quat hod bai toan dinh chiéu dd thi: Vi @6 thi vo6 hudng G = (V, E)
hay tim cach thay mdi canh cia dd thi béng mot cung dinh hudng dé duge do thi
moi co it thanh phan lién théng manh nhat. Dudi day ta xét mot tinh chét hiru ich
ctia thuat toan thuét toan tim kiém theo chiéu sau dé giai quyét bai toan dinh chiéu
dd thi

Xét md hinh duyét do thi bang thuat toan tim kiém theo chidu sdu, tuy nhién trong
qua trinh duyét, mdi khi xét qua canh (u, v) thi ta dinh chiéu luén canh d6 thanh
cung (u,v). Néu coi mot canh cia d6 thi twong dwong véi hai cung c6 huéng
nguoc chiéu nhau thi viéc dinh chiéu canh (u,v) thanh cung (u, v) tuong duong
v6i viée loai bo cung (v,u) ctia d6 thi. Ta c6 mot phép dinh chiu goi 1 phép
dinh chiéu DFS.

Hinh 5-26. Phép dinh chiéu DFS
Thuét toan thyc hién phép dinh chiéu DFS c6 thé viét nhu sau:



procedure DFSVisit(u € V);
begin
«Théng bao thim u va danh diu u da thim»;
for Vv:(u, v)E E do
begin
«binh c@iéu canh (u, v) thanh cung (u, v) ¢ xo0a cung
(v, u) khoéi dd thix;
if «v chua tham» then
DFSVisit (v) ;
end;
end;
begin
«banh diu moi dinh déu chua thimw»;
for VVEV do
if «v chua tham» then DFSVisit (v);
end;

Thuat tf)én DFS sé cho ta mét rung cac cay DFS va cac cung ngoai cay. Ta c6 cac
tinh chat sau:

Pinh 1i 5-16

Sau qud trinh duyét DFS va dinh chiéu, do thi sé chi con cung DFS va
cung nguoc.

Chieng minh
Xét mot canh (u, v) bAt ki, khong giam tinh téng quat, gia st ré“mg u duoc duyét dén truge
v. Theo Pinh li 5-8 (dinh li dwong di trdng), ta cé v 1a hau dué cia u. Nhin vao md
hinh cai dat thudt toan, c6 nhan xét rang viéc dinh chidu canh (u, v) chi ¢6 thé duoc thuc
hién trong tha tuc DFSVisit(u) hodc trong thu tuc DFSVisit(v).
Néu canh (u, v) dugc dinh chiéu trude khi dinh v dugc duyét dén, nghia 1a viéc dinh chi(:%u
duoce thuc hién trong thu tuc DFSVisit(u), va ngay sau khi canh (u,v) dugc dinh chiéu
thanh cung (u, v) thi dinh v s& dwoc tham. Didu do chi ra ring cung (u, v) 1 cung DFS.
Néu canh (u,v) dugc dinh chidu sau khi dinh v dwoc duyét dén, nghia 1a khi thi tuc
DFSVisit(v) dugc goi thi canh (u,v) chua dinh chiéu. Vong lap bén trong thu tuc
DFSVisit(v) chéc chin s& quét vao canh nay va dinh chiéu thanh cung nguoc (v, u).
Trong dd thi vo huong ban dau, canh bi dinh huong thanh cung nguoc chinh la
canh ngoai ctia cAy DFS. Chinh vi vdy, moi chu trinh co sé cta cay DES trong dd
thi vo hudng ban ddu van s& 1a chu trinh trong do thi c6 hudng tao ra. Dy 1a mot
phuong phép hiéu qua dé liét ké cac chu trinh co s¢ ciia cay khung DFS: Vira
duyét DFS vira dinh chiéu, néu duyét phai cung ngugc (u, v) thi truy vét duong di
ciia DFS dé tim duong tur v dén u, sau d6 ndi thém cung nguoc (u, v) dé duoc
mot chu trinh co sé.
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Pinh 1i 5-17
Piéu kién can va di dé mor do thi vo huong lién thong co thé dinh chiéu
dwoc la méi canh cia dé thi nam trén it nhdt mot chu trinh don (hay noi
cach khéc moi canh ciia dé thi déu khéng phdi la cdu).

Chirng minh
Goi G = (V,E) 1a mot dd thi vo hudng lién thong.
ll:ll

Néu G 1a dinh chiéu dugc thi sau khi dinh hudng s& dugc do thi lién thong manh G'. Voi
mdt canh (u, v) duge dinh chidu thanh cung (u, v) thi s& ton tai mot duong di don trong G’
theo céc canh dinh huéng tir v vé u. Puong di d6 ndi thém cung (u, v) s& thanh mot chu
trinh don ¢6 hudng trong G'. Thc 1a trén db thi ban dau, canh (u, v) nim trén mot chu trinh
don.

|l<:|l

Néu mdi canh cua G déu ndm trén mdt chu trinh don, ta s& ching minh rﬁng: phép dinh
chiéu DFS s& tao ra d thi G’ lién théng manh.

Lay mot canh (y, v) cta G, vi (u, v) nam trong mot chu trinh don, ma moi canh ciia mot

chu trinh don d€u phai thuc)c mot chu trinh co s¢ ctia cdy DFS, nén s€ c6 mét chu trinh co

s& chita canh (u, v). C6 thé nhan thay rang chu trinh co s& ctia cdy DFS qua phép dinh

chiéu DFS van 1a chu trinh trong G’ nén theo cac cung di dinh huéng cta chu trinh d6 ta

c6 the di tur u t6i1 v va ngugc lai.

Lay x va v 1a hai dinh bat ki cua G, do G lién thong, ton tai mot duong di

(X = vy, V1, 0, U = V)

Vi (v;, v;41) 1a canh cua G nén theo chirg minh trén, tir v; co thé di dén duoc v;,, trén G,

Vi:1 < i<k, tic 1a tir x van c6 thé di dén y bang cc cung dinh huéng cta G'. Suy ra G’

la d6 thi lién thong manh
Vi nhitng két qua di chtrmg minh trén, ta con suy ra dugc: Néu db thi lién thong
va mdi canh ciia né nam trén it nhat mot chu trinh don thi phép dinh chiéu DFS sé&
cho mot do thi lién thong manh. Con néu khong, thi phép dinh chiéu DFS s€ cho
mdt do thi dinh hudng c6 it thanh phan lién thong manh nhat, mdt canh khong
nam trén mot chu trinh don nao (cau) cia do thi ban dau sé dugc dinh hudng
thanh cung ndi gitra hai thanh phan lién thong manh.

5.4. Li¢t ké cac khép va chu ciia do thi

Néu trong qua trinh dinh chiéu ta thém vao d6 thao tac danh sb cac dinh theo thir tur
duyét dén cua thuat toan DFS, goi Number [u] 1a s6 thir tu cta dinh u theo cach
danh s6 d6. Dinh nghia thém Low[u] 14 gia tri Number|.] nho nhét ctia nhiing
dinh dén duoc tir nhanh DFS gdc u bang mot cung nguge. Tic 1a néu nhanh DFS
gdc u c6 nhiéu cung nguoc hudng 1én phia gdc thi ta ghi nhan lai cung nguoc
hudng 1én cao nhat. Néu nhanh DFS gdc u khong chira cung ngugc thi ta cho



Low|u] := +oo. Cach tinh cac gia tri Number|.] va Low].] twong tu nhu trong
thuét toan Tarjan: Trong thu tuc DFSVisit(w), trudc hét ta danh s th tir tham cho
dinh u (Number[u]) va khoi tao Low([u] == +oo, sau d6 xét tit ca nhimg dinh v ké
u, dinh chiéu canh (u, v) thanh cung (u, v). C6 hai kha ning xay ra:

Néu v chua tham thi ta goi DFSVisit(v) dé tham v, khi tha tuc DFSVisit(v)
thoat c6 nghia 1a di x4y dung duoc nhanh DFS gbc v nam trong nhanh DFS
gbc u, nhimg cung nguoc di tir nhanh DFS gbc v ciing 14 cung nguoc di tir
nhanh DFS gbc u = ta cuc tiéu hoa Low([u] theo cong thirc: Low[u],; =
min(Low[u].;, Low[v])

Néu v da tham thi (u, v) 13 mot cung nguoc di tir nhanh DFS gbc u = ta cuc
tiéu hoa Low[u] theo cong thirc: Low[u],s = min(Low[u].;, Number[v])

low=2 low=+o0 low=4 low=4

Hinh 5-27. Cich ddnh sé va ghi nhin cung ngwoc lén cao nhit

Hay dé y mot cung DFS (u, v) (u 13 nut cha cta nat v trén cay DFS)

Néu tir nhanh DFS gbc v khong c6 cung nao ngugc 1én phia trén v c6 nghia
1a tir mot dinh thudc nhanh DFS gbc v di theo cac cung dinh hudng chi di
dugc t6i nhimg dinh noi bd trong nhanh DFS gdc v ma thoi chir khong thé toi
dugc u, suy ra (u, v) la mot cau. Ciing dé dang chtimg minh duoc diéu nguoc
lai. Vay (u,v) 1a cAu néu va chi néu Low[v] = Number[v]. Nhu vi du &
Hinh 5-27, ta ¢6 (C, F) va (E, H) 1a cau.

Néu tir nhanh DFS gbc v khong c¢6 cung nao nguoc 1én phia trén u, tic 1a néu
b6 u di thi tir v khong c6 cach nao 1én duoc cac tién bdi cua u. Pidu nay chi
ra rang néu u khong phai 1a ntt gbc ctia mot cdy DFS thi u 1a khép. Ciing
khong khé khan dé ching minh diéu nguoc lai. Vay néu u khong 1a g cta
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mot cdy DFS thi u 1a khép néu va chi néu Low[v] = Number[u]. Nhu vi du
0 Hinh 5-27, ta c6 B, C, E va F 1a khop.
e Gobc cia mot cay DFS thi 1a khdp néu va chi néu no6 c6 tir hai 2 nhanh con tré
1én. Nhu vi du ¢ Hinh 5-27, gbc A khong 13 khép vi n6 chi 6 mot nhanh con.
Dén dy ta dd c6 du diéu kién dé giai bai toan liét ké cac khdp va cau caa dd thi:
don gian 1a ding phép dinh chiéu DFS danh s6 cac dinh theo tht tir thim va ghi
nhan cung nguoc 1én trén cao nhat xuit phat tir mot nhanh cay DFS, sau d6 dung
ba nhén xét ké trén dé 1iét ké ra tat ca cac cu va khép cua dd thi.
Input
e Dong I: Chtra s6 dinh n < 1000, sb canh m cua do thi vo huong G.
e m dong tiép theo, mdi dong chira hai sd u, v twong tmg v6i mot canh (u, v)
cua G
Output

Céc khop va cau cua G

Bridges:

(1, 2)

(4, 7)

(6, 9)
Articulations:
1

2
3
4
4
5
6
8
7
6
8

Vé ki thuat cai dat, ngoai cac mang da dugc noi to1 khi trinh bay thuat toan, cé
thém mot mang Parent[1 ...n], trong d6 Parent[v] chi ra nat cha cta nit v trén
cay DFS, néu v 1a gdc ctia mot cdy DFS thi Parent[v] duoc dat bang —1. Cong
dung cia méang Parent[1 ...n] 1a dé duyét tit ca cac cung DFS va kiém tra mot
dinh c6 phai 1a gbc cua cdy DFS hay khong.

CUTVE.PAS v Liét k& cac khdp va cau clia do thi

{SMODE OBJFPC}
program ArticulationsAndBridges;
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const
maxN = 1000;
var
a: arrayl[l..maxN, 1..maxN] of Boolean;
Number, Low, Parent: array[l..maxN] of Integer;
n, Count: Integer;
procedure Enter; //Nhép diliéu
var
i, m, u, v: Integer;
begin
FillChar(a, SizeOf(a), False);
ReadLn (n, m);

for i := 1 to m do
begin
ReadLn (u, v);
alu, v] := True;
alv, ul] := True;
end;

end;
//Ham cure tiéu hod: Target := min(Target, Value)
procedure Minimize (var Target: Integer; Value: Integer);
begin
if Value < Target then Target := Value;
end;
procedure DFSVisit (u: Integer); //Thudttoan tim kiém theo chiéu siu bat déu
toru
var
v: Integer;

begin
Inc (Count) ;
Number [u] := Count; //Pdnhsé u theo thi tw duyét dén
Low[u] := maxN + 1; //bdtLowu]:=+w
for v. := 1 to n do
if af[u, v] then //Xétcdcdinhvkéu
begin
alv, ul := False; //Pinh chiéu canh (u, v) thanh cung (u, v)
if Parent[v] = 0 then //Néuv chwathdm
begin
Parent[v] := u; //cung (u,v)lacung DFS
DFSVisit (v); //Pithdmv
Minimize (Low([u], Low([v]); //Cuc tiéu hod Low[u] theo Low[v]
end
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else

Minimize (Low[u], Number([v]); ﬁtucﬁéuhoéLowﬂUﬁwo
Number|v]

end;
end;
procedure Solve;
var
u, v: Integer;
begin
Count := 0; //Khditao b dém
FillChar (Parent, SizeOf (Parent), 0); //Cdcdinhdéu chwa thdm
for u := 1 to n do

if Parent[u] = 0 then
begin
Parent[u] := -1;
DFSVisit (u);
end;
end;

procedure PrintResult; //Inkétqué

var
u, v: Integer;
nChildren: array[l..maxN] of Integer;
IsArticulation: array[l..maxN] of Boolean;

begin
WriteLn ('Bridges: '); //Liétké cac céu
for v := 1 to n do
begin
u := Parent|[v];
if (u <> -1) and (Low[v] >= Number[v]) then
WriteLn('(', u, ', ', v, ")");
end;

WriteLn ('Articulations:"'); //Liétké cac khép
FillChar (nChildren, n * SizeOf (Integer), 0);
for v := 1 to n do

begin
u := Parent([v];
if u <> -1 then Inc(nChildrenf[ul]);
end;
//Bdnh d&u céc géc cay cé nhiéu hon 1 nhanh con
for u := 1 to n do
IsArticulation[u] := (Parent[u] = -1) and (nChildren[u]
>= 2);




for v := 1 to n do
begin
u := Parent([v];
if (u <> -1) and (Parent[u] <> -1) and (Low[v] >=
Number[u]) then
IsArticulation[u] := True; //Pdnhdéu céc khép khéng phai gbc
cay
end;
for u := 1 to n do //Liétké
if IsArticulation[u] then
WritelLn (u) ;
end;
begin
Enter;
Solve;
PrintResult;
end.

Trong bai toan li¢t ké cac khop va clu cua d6 thi, ta biéu dién do thi bfing ma tran
ké dé tién loi cho thao tac dinh chiéu. Néu db thi c6 sé dinh n 16n (khong thé biéu
dién duoc bang ma tran k&) va sb canh m nho (dd thi thua), ching ta phai tim mot
cau tric dir liéu khac dé biéu dién do6 thi dé chi phi vé bo nhd va thoi gian phu
thudc chi yéu vao m thay vi n? nhu ma tran k&. Trong cic ciu trac dir liéu biéu
dién d6 thi phd bién, chi co danh sach ké va danh sach lién thudc cho phép thuc
hién diéu nay, tuy nhién viéc thyc hién dinh chiéu canh vo hudng thanh cung co
hudng s€ tréd nén kha phuec tap.

Error! Reference source not found. yéu cau ban stra ddi thuét toan dé bo di thao
tac dinh chiéu, tir d6 c6 thé biéu dién do thi thua boi danh sach ké ma khong con
gip kho khian trong viéc dinh chiéu db thi nita.

5.5. Cac thanh phan song lién thong

a) Cdc khdi niém va thudt toan

D6 thi vo hudng lién théng duoc goi 14 dd thi song lién thong néu no khong co
khop, tic 1a viéc bo di mot dinh bét ki ctia d6 thi khong anh hudng t6i tinh lién
thong cua cac dinh con lai. Ta quy udc rang dd thi chi gdom mot dinh va khong co
canh nao ciing 1a mot do thi song lién thong.

Cho db thi v6 hudéng G = (V,E), xét mot tip con V' < V. Goi G’ 1a d6 thi G han
ché trén V'. D6 thi G’ duoc goi 1a mot thanh phan song lién thong cta d6 thi G néu
G’ song lién thong va khong ton tai d6 thi con song lién théng nao khac cua G



nhan G’ lam d6 thi con. Ta ciing dong nhat khai niém G’ 1a thanh phan song lién
thong v6i khai niém V' 13 thanh phan song lién thong.

Cén phan biét hai khai niém d6 thi dinh chiéu duoc (khong cé cau) va do thi song
lién thong (khong c6 khép). Néu nhu dd thi G khéng dinh chidu dwoc thi tdp dink
cia G co thé phan hoach thanh cac tap con roi nhau dé d6 thi G han ché trén cac
tap con d6 1a cac do thi dinh chidu dugce. Con néu db thi G khong phai do thi song
lién thong thi tdp canh clia G c6 thé phan hoach thanh céc tip con rdi nhau dé trén
mdi tip con, cac canh va cac dinh dau mut cua ching tr¢ thanh mot dd thi song
lién thong. Hai thanh phan song lién thong ¢ thé c6 chung mot diém khép nhung
khong c6 canh nao chung

Hinh 5-28. Do thi va hai thanh phén song lién thong cé chung khép
Xét md hinh dinh chiéu d6 thi danh sb dinh theo thir ty duyét dén va ghi nhan
cung nguoc lén cao nhat...

procedure DFSVisit (u€v);

begin
Count := Count + 1;
Number [u] := Count; //Binhs utheo thib tw duyét dén
Low[u] := +o;
for VVvEV: (u, v)€EE do
begin

«binh chiéu canh (u, v) thanh cung (u, Vv)»;
if Number[v] > 0 then //vddthim
Low[u] := min(Low([u], Number([v])
else //vchwathim
begin
DESVisit (v) ; //Dithdmv
Low([u] := min(Low([u], Low([v]); //cwe tiéuhod Low[u]
end;
end;
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end;
begin
Count := 0;
for VvEV do Number[v] := 0; //Number[v]=0&> vchwatham
for VvE€V do
if Number([v] = 0 then DFSVisit(v);
end.

Trong thi tuc DFSVisit(u), mdi khi xét cac dinh v ké u chua dugc thim, thuat
toan s& goi DFSVisit(v) dé di thim v sau d6 cuc tiéu hoa Low[u] theo Low[v].
Tai thoi diém nay, néu Low[v] > Number[u] thi hodc u 1a khép hodc u 1a gbc
cia mot cay DFS. Dé tién, trong trudng hop nay ta goi cung (u, v) 1a cung chot
ctia thanh phan song lién thong.

Thuét toan tim kiém theo chiéu sau khong chi duyét qua cac dinh ma con duyét va
dinh chiéu céc cung nira. Ta s€ quan tam tdi ca thoi diém mét canh duoc duyét
dén, duyét xong, cling nhu thir tu tién bdi—hau dué cua cac cung DFS: Cung DFS
(u, v) duoc coi 1a tién bdi thuc su ctia cung DFS (u’,v") (hay cung (u’,v") 13 hau
dué thuc su cua cung (u, v)) néu cung (¥, v") nim trong nhanh DFS gbc v. Xét
vé vi tri trén cay, cung (u’, v") ndm dudi cung (u, v).

C6 thé nhan thy rang néu (u, v) 12 mot cung chdt thoa man: Khi DFSVisit(u)
goi DFSVisit(v) va qua trinh tim kiém theo chiéu sau tiép tuc tir v khong tham
tiép bat cir mot cung chét nao (trc 1a nhanh DFS gbc v khong chira cung chét
nao) thi cung (u, v) hop véi tat ca cac cung hau dué ciia nd sé tao thanh mot
nhanh cidy ma moi dinh thudc nhanh ciy d6 1a mot thanh phan song lién thong.
Chinh vi vay thuat toan liét ké cac thanh phan song lién thong c6 tu twdng kha
gidng v6i thuat toan Tarjan tim thanh phan lién théng manh. Viéc cai dat thuat
toan 1iét ké cac thanh phan song lién thong chinh 1a su stra d6i dbi ngau cua thuat
toan Tarjan: Thay khai niém “chdt” bang “cung chdt” va thay vi dung ngin xép
chira chét va cac dinh hau dué cua chdt dé liét ké cac thanh phan lién thong manh,
chung ta s& ding ngin xép chira cung chét va cac hau dué cua cung chét dé liét ké
cac thanh phan song lién thong.

Van dé ric réi duy nhat gip phai 1a quy udc mot dinh c6 1ap cia do thi ciing la
mot thanh phan song lién thong. Néu thuc hién thuit toan trén, thanh phan song
lién thong chi gdbm duy nhat mot dinh s& khong c6 cung chét ndo ca va nhu vay s&
bi sot khi liét ké. Ta s€ phai xtr 1i cac dinh c6 1ap nhu truong hop riéng khi liét ké
cac thanh phan song lién thong ctia do thi.

‘procedure DFSVisit (u€v);




begin

Count := Count + 1;
Number [u] := Count; //Binhs utheo thib tw duyét dén
Low[u] := +o;
for VVvEV: (u, v)€EE do
begin

«binh chiéu canh (u, v) thanh cung (u, Vv)»;
1if Number[v] > 0 then //vddthim

Low[u] := min(Low([u], Number([v])
else //vchwatham
begin

Push ((u, v)); //Ddycung (u,v)viongdn xép
DFSVisit (v); //Pithimv

Low[u] := min(Low[u], Lowl[v]); //Cwc tiéu hodLow[u]
if Low([v] 2= Number[u] then //(u v)licungchot
begin

) «Théng bdo thanh phdn song lién théng véi cung
chot (u, Vv):»;
repeat
(p, q) := Pop; //Léy tirnginxépramdt cung (p, q)
Output <« q; //Liétké cdc dinh nén chi can xuat ra mot dau mit
until (p, gq) = (u, Vv);
Output < u; //Conthiéu dinh u, liét ké not
end;
end;
end;
end;
begin
Count := 0;
for VVEV do Number[v] := 0; /Number[v]=0« v chwa thim
Stack := J;
for VveEV do
if Number[v] = 0 then
begin
DFSVisit (v) ;
if «v la dinh cé6 1lép» then
«Liét ké& thanh phidn song lién théng chi gbm mét
dinh wv»
end;
end.
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b) Cai dat

V?: ki thuat ce}i dat khong c6 gi moi, c6 mdt chu y nho 1a ching ta chi dung ngan

xep Stack dé chua cac cung DFS, vi vay Stack khong bao gio phai chua qua

n — 1 cung

Input

e Dong I: Chtra s6 dinh n < 1000 va sb canh m ctuia mot dd thi vo huong

e m dong tiép theo, mdi dong chira hai sé u, v twong tmg v6i mot canh (u, v)
cua do thi.

Output

Céc thanh phan song lién thong ctia d6 thi

o

Biconnected

component: 1

5, 9

Biconnected e
component: 2

9, 8, 4

Biconnected

component: 3 o
7, 6, 3

Biconnected

component: 4

4, 3, 1

Biconnected

component: 5
2

9
1
1
3
3
3
4
4
5
6
8

O J W WO Jo b wr

E  BCC.PAS v Liét ké cac thanh phan song lién thong

{SMODE OBJFPC}
program BiconnectedComponents;

const
maxN = 1000;
type
TStack = record
X, y: array[l..maxN - 1] of Integer;
Top: Integer;
end;
var

a: arrayl[l..maxN, 1..maxN] of Boolean;
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Number, Low: array[l..maxN] of Integer;
Stack: TStack;
BCC, PrevCount, Count, n, u: Integer;
procedure Enter; //Nhdp diliéu
var
i, m, u, v: Integer;
begin
FillChar(a, SizeOf(a), False);
ReadLn (n, m);

for i := 1 to m do
begin
ReadLn (u, v);
alu, v] := True;
alv, u] := True;
end;

end;
procedure Push(u, v: Integer); //Pay motcung (u, v)vao ngin xép

begin
with Stack do
begin
Inc (Top);
x[Top] := u;
y[Top] := v;
end;
end;

procedure Pop (var u, v: Integer); //LAdy métcung (u, v) khéi ngdn xép
begin
with Stack do
begin

end;
//Ham cuc tiéu hod: Target := min(Target, Value)
procedure Minimize (var Target: Integer; Value: Integer);
begin
if Value < Target then Target := Value;
end;
procedure DFSVisit (u: Integer); //Thuéttoan tim kiém theo chiéu siu
var
v, p, d: Integer;
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begin
Inc (Count) ;

Number [u] := Count;
Low([u] := maxN + 1;
for v := 1 to n do
if alu, v] then //Xétmoicanh (u,v)
begin
alv, ul := False; //Binh chiéu luén

if Number([v] <> 0 then //vdédthdim
Minimize (Low[u], Number[v])
else //vchwatham
begin
Push (u, v); //Paycung DFS (u, v) vao Stack
DFSVisit (v); //Tiép tuc qua trinh DFS ttrv
Minimize (Low[u], Lowl[v]);
if Low[v] >= Number[u] then //Néu (u, v)la cung chbt
begin //Liét ké thanh phan song lién théng véi cung chét (u, v)

Inc (BCC) ;
WritelLn ('Biconnected component: ', BCC);
repeat
Pop (p, q); //Ldy métcung DFS (p, q) khdi Stack
Write(gq, ', ") A«mimralnétdéucung,ﬂénhh7@p
until (p = u) and (q = v); //Pén khildy ra cung (u, v)
thi doeng
WriteLn (u); //nnbtradinhu
end;
end;
end;
end;
begin
Enter;
FillChar (Number, n * SizeOf (Integer), 0);
Stack.Top := 0;
Count := 0;
BCC := 0;
for u := 1 to n do
if Number[u] = 0 then
begin
PrevCount := Count;

DFSVisit (u) ;
if Count = PrevCount + 1 then //uladinhcé lap
begin
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Inc (BCC) ;

WriteLn ('Biconnected component: ', BCC);
WritelLn (u) ;
end;
end;
end.
Bai tap

5.20. Hay stra doi thuat toan liét ké khop va cau cua dd thi, sira doi thuat toan liét
ké cac thanh phan song lién théng sao cho khong can phai thuc hién viéc
dinh chiéu d6 thi nita (Béi vi viéc dinh chiéu mot dd thi t6 ra kha cong kénh
va khong hiéu qua néu dd thi duoc biéu dién bing danh sach ké hay danh
sach canh)

5.21. Tim thuat toan dém sb cay khung cta do thi (Hai cay khung goi 1a khac
nhau néu chiing c6 it nhat mot canh khac nhau)

6. Do thi Euler va dé thj Hamilton
6.1. Do thj Euler

a) Bai todan

Bai toan vé d0 thi Euler dugc coi 1a bai toan dau tién cia li thuyét do thi. Bai toan
nay xuat phat tir mot bai toan noi tiéng: Bai toan bay cdy cau & Konigsberg:

Thanh phd Koénigsberg thugc Duc (nay 1a Kaliningrad thuge Cong hoa Nga), dugc
chia 1am 4 ving bing cac nhanh séng Pregel. Cac ving nay gdbm 2 ving bén bo
song (B, C), dao Kneiphof (A) va mot mién nam gitra hai nhanh séng Pregel (D).
Vao thé ki XVIII, nguoi ta dd xay 7 chiéc cau ndi nhitng ving nay véi nhau.
Ngudi dan & ddy ty hoi: Liéu c¢6 cach ndo xuat phat tai mot dia diém trong thanh
phd, di qua 7 chiéc cau, mdi chiéc dung 1 1an rdi quay tré vé noi xuat phat khong
o

Nha toan hoc Thuy si Leonhard Euler d3 giai bai toan nay va co thé coi day 1a img
dung dau tién cua Li thuyét do thi, ong dd mo hinh hoa so dd 7 cai cau bang mot
da dd thi, bon vung duoc biéu dién bang 4 dinh, cac cau 13 cac canh. Bai toan tim
duong qua 7 cdu, mdi cau ding mot 1an c6 thé tong quat hoa bing bai toan: Co
tdn tai chu trinh trong da dd thi di qua tat ca cac canh va mdi canh ding mot lan.
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Hinh 5-29: M6 hinh do thi ciia bai todn bay cdi ciu
Chu trinh qua tat ca cac canh cta dd thi, mdi canh ding mot lan duoc goi 1a chu
trinh Euler (Euler circuit/Euler circle/Euler tour). Puong di qua tit ca cac canh
ciia d0 thi, mdi canh dung mét 1an goi 1a dwong di Euler (Euler path/Euler
trail/Euler walk). Mot d6 thi c6 chu trinh Euler duoc goi 13 do thi Euler (Eulerian
graph/unicursal graph). Mot dd thi ¢o duong di Euler dugc goi la do thi nira
Euler (Semi-Eulerian graph/Traversable graph).

b) Cac dinh li va thudt todan

Dinh li 5-18 (Euler)

Mot do thi vé hudng lién théng G = (V,E) ¢6 chu trinh Euler khi va chi
khi moi dinh ciia né déu cé bdc chdn.

Chieng minh

Néu G c6 chu trinh Euler thi khi di doc chu trinh d6, mdi khi di qua mot dinh thi bac cua

dinh d6 tang 1én 2 (mdt 1an vao + mot I4n ra). Chu trinh Euler lai di qua tit ca cac canh nén
suy ra moi dinh ctia do thi déu c6 bac chan.

Nguoc lai néu G lién thong va moi dinh déu c6 bac chin, ta sé chi ra thuat toan xay dung
chu trinh Euler trén G.

Xuét phat tir mot dinh bét ki, ta di sang mot dinh tiy ¥ ké no, di qua canh nao xoa luon
canh d6 cho téi khi khong di dwoc nita, c6 thé nhan thiy ring sau mdi budc di, chi c6 dinh
dau va dinh cudi cua duong di co bac 1é con moi dinh khac trong dd thi déu co bac chén.
Canh cudi cing di qua chic chén 1a di t6i mot dinh bac 1, vi néu 13 canh di t6i mot dinh
bac chin thi dinh nay sé co it nhat 2 canh lién thudc, va nhu vay khi di téi dinh nay va xoé
canh vao ta vin con mot canh dé ra, qud trinh di chua két thic. Pidu nay chi ra réng canh
cudi ciing bat budc phai di vé noi xudt phat tirc 1a ching ta ¢6 mot chu trinh €. Ciing dé
dang nhan thay rang khi qué trinh nay két thuc, moi dinh ctia G van c6 bac chan.

Néu G con lai canh lién thudc véi mot dinh v nao dé trén C thi lai bat ddu tir v, ta di mot
cach tuy y theo cc canh con lai cia G ta s& duge mdt chu trinh €’ bét dau tir v va két thic
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tai v. Thay thé mot budc di qua dinh v trén C b?lng ca chu trinh C’, ta s& dugc mdt chu
trinh méi 16n hon. Quy trinh duoc 1ap lai cho téi khi € khong con dinh nao cé canh lién
thudc nam ngoai €. Do tinh lién thong cua G, diéu nay c6 nghia la C chira tat ca cac canh
clia G hay C 14 chu trinh Euler trén d6 thi ban dau.

Hé qua

Mot do thi vé hudng lién thong G = (V,E) ¢é dwong di Euler khi va chi

khi no co dung 2 dinh bdc le.

Chieng minh

Néu G co duong di Euler thi chi ¢6 dinh bét du va dinh két thuc duong di c6 bac 1é con
moi dinh khéc déu c6 bac chin. Nguoc lai néu db thi lién thong c6 diing 2 dinh béc 1¢é thi ta
thém vao mét canh gia ndi hai dinh béc 1¢ d6 va tim chu trinh Euler. Loai b6 canh gia khoi
chu trinh, ching ta s€ dugc dudng di Euler.

Pinh li 5-19

Mot dé thi ¢6 hiedng lién thong yéu G = (V,E) ¢6 chu trinh Euler thi moi
dinh ciia né ¢é ban bdc ra bang ban bdc vao: deg*(v) = deg™(v),Vv €
V, Nguoc lai, néu G lién thong yéu va moi dinh cua noé co ban bdc ra
bang bdn bdc vao, thi G ¢é chu trinh Euler (suy ra G sé la lién thong
manh).

Chieng minh

Tuong tu nhu phép chirng minh Pinh 1i 5.18.
H¢ qua
Mot do thi c6 hudng lién thong yéu G = (V,E) ¢6 dwong di Euler nhung
khéng c6 chu trinh Euler néu ton tai ding hai dinh s,t € V sao cho:

deg®(s) —deg=(s) =deg™(t) —deg*(t) =1

con tdt ca nhitng dinh con lai cua do thi déu cé ban béc ra bcfng ban bdc
vdo.
Viéc chung minh Dinh li 5-18 (Euler) cho ta mgt thuat toan hiru hiéu dé chi ra chu
trinh Euler trén dd thi Euler. Thudt todn nay hoat dong dua trén mot ngin xép
Stack va dugc md ta cu thé nhu sau: Bat dau tir dinh 1, ta di thoai mai theo céc
canh cua do thi cho t6i khi khong di dwogc nita, di t6i dinh nao ta day dinh d6 vao
ngin xép va di qua canh nao thi ta xoa canh d6 khoi do thi. Khi khong di duoc
nita thi ngin xép s& chta cac dinh trén mét chu trinh C bat dau va két thuc ¢ dinh
1. Sau d6 chung ta 13y lan luot cac dinh ra khoi ngin xép tuong duong véi viée di
nguoc chu trinh €. Néu dinh duogc 14y ra (u) khong c6 canh nao con lai lién thudc
v6i nod thi u s€ dugc ghi ra chu trinh Euler, nguogc lai, néu u van con cé canh lién
thudc thi ta lai di tiép tir u theo cach trén va ddy thém vao ngan xép mot chu trinh
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C' bat dau va két thuc tai u, dé khi 1iy cac dinh ra khoi ngin xép s& twong dwong
v6Gi viée di nguoc lai chu trinh C' 1oi tiép tuc di nguoc phfin con lai cua chu trinh
C trong ngan xép...C6 thé hinh dung 13 thuat toan 1an nguoc chu trinh €, khi dén
dinh u thi thay u bang ca mét chu trinh C’...

Khi cai dat thuat toan, chiing ta can trang bi ba phép todn trén ngan xép Stack:

e Push(v): Pay mét dinh v vao Stack

e  Pop: Lay ra mot dinh khoi Stack

e Get: Poc phan tir ¢ dinh Stack

Stack := (1); //Ngén xép ban diu chi chtta mét dinh bat ki,
chang han dinh 1
repeat
u := Get; //Doc phin t¥ & dinh ngdn xép
if 3J(u, v) EE then //Tu u con di tiép duoc
begin
Push (v) ;
E := E - {(u, v)}; //Xo4 canh (u, v) khoi dd thi
end;
else //Tu u khéng di dau dugc nita
begin
u := Pop; //Lay u khdi ngin xép
Output <« u; //Inrau
end;

until Stack = @; //Lip t6ikhi ngin xép rong

¢) Cai dat

Duéi day chung ta s€ cai dat thuat toan tim chu trinh Euler trén da dd thi Euler vo
huéng G = (V,E). Di liéu vao luén dam bao dd thi lién thong, c6 it nhat mot
dinh va moi dinh déu co6 bac chan.

Input

e Dong 1 chira s6 dinh n < 10° va s6 canh m < 10°

e m dong tiép, mdi dong chira s6 hiéu hai ddu mat cia mot canh.

Output

Chu trinh Euler



[ moiliat s ]
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Ngoai cac thao tac ddi véi ngin xép, thuat toan tim chu trinh Euler con yéu ciu

cai dat hai thao tac sau day mdt cach hi¢u qua:

e  Véi mdi dinh kiém tra xem c6 ton tai canh lién thudc véi nd hay khong, néu
¢6 thi chi ra mét canh lién thudc.

e Loai bo mét canh khoi d6 thi

Céc canh cta d6 thi dugc danh sd tir 1 toi m, sau d6 mdi canh vo huéng (x,y) s&

duogc thay thé boi hai cung ¢6 hudng nguoc chidu: (x,y) va (v, x). Mdi cung la

mot ban ghi gom hai dinh dau mut va chi so6 canh v6 huéng tuong ing.

const

maxM = 1000000;
type

TArc = record

x, y: Integer; /f/cung(x,y)
edge: Integer; //chisé canh vd huéng tuong tng
end;
var

a: array[l..2 * maxM] of TArc;

Danh séch lién thudc dugc xay dung theo kiéu reverse star: Mdi dinh u cho tuong

ung véi mot danh sach cac cung di vao u. Cac danh sach nay dugc cho bdi hai

mang head|[1...n] va link[1 ... 2m] trong d6:

e head[u] 1a chi sb cung dau tién trong danh sach lién thudc cac cung di vao u,
truong hop dinh u khéng con cung di vao, head[u] dugc gan bang 0.

o link[i] 14 chi sé cung ké tiép cung a; trong ciing danh sach lién thudc chtra
cung a;, trudng hop a; 13 cung cudi cung trong mot danh sach lién thudc,
link[i] duoc gan bang 0.



Dé thuc hién thao tic xo4 canh, ta duy tri mdt mang danh dau deleted[1 ...m]

trong d6 deleted[i] = True néu canh v6 hudng thir i di bi xoa. Mbi khi canh vo

hudng bi xo4, ca hai cung c6 hudng twong Gmg déu khong con ton tai, viéc kiém

tra mot cung c6 hudng a; con ton tai hay khong co thé thuc hién bang viéc kiém

tra: deleted|a;. edge] z False.

Chung ta s& cai dat cac thao tac sau trén cau tric dir lidu:

e Ham Get: Tra vé phan tir nam & dinh ngan xép.

e Ham Pop: Tra vé phan tir ndm & dinh ngin xép va rat phan tir d6 khoi ngin
xép.

e Thu tuc Push(v): Pay mot dinh v vao ngin xép.

Tat ca cac thao tac trén trén ngan xép co thé cai dit dé thuc hién trong thoi gian

0(1). Thuét toan tim chu trinh Euler c6 thé viét cu thé hon:

Stack := (1); //Khdi tao ngdn xép chi chtta mét dinh
repeat
u := Get; //Poc dinh u tu ngdn xép
i := head[ul; //Xét cung a[i] dtng ddu danh sach 1lién thudc

céc cung di vao u
while (i > 0) and (deleted[a[i].edge]) do //cung a[i] Ung
vdi canh vé hudng da xoé
i := link[i]; //Dich sang cung ké tiép
head[u] := i; //Nhing cung da duyét qua bi loai ngay, cap
nhat lai chi sb ddu danh sach lién thudc
if i > 0 then //u cén cung di vao Ung vdi canh vé hudng
chua xoéa
begin
Push (a[

il.x); //Pdy dinh nbdi téi u vao ngin xép (di
nguoc cung ali
[
a

)
Deleted
ang vdi cung

]
]
al[i].edge] := True; //Xod ngay canh vé hudng
[1]

end

else

Output <« Pop;

until Top = 0; //L&p t&i khi ngdn xép réng

Xét vong 1dp repeat...until, mdi budc 1ap c6 mdt thao tdc Push hodc Pop dugc
thuc hién. Mi 1an thao tac Push dugc thuc hién phai c6 mot canh v6 hudng bi
x04 va ngan xép c6 thém mot dinh. Mdi 1an thao tic Pop duoc thuc hién thi ngin
xép bi bét di mot dinh. Vi thuat toan in ra m + 1 dinh trén chu trinh Euler nén sé
phai co téng cong m + 1 thao tac Pop. Trudc khi vao vong lip ngin xép c6 mot
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dinh va khi vong lap két thiic ngan xép tro thanh rdng, suy ra sb thao tic Push
phai 1a m. Tl d6, vong lap repeat...until thuc hién 2m + 1 lan.

Tiép theo ta danh gia s6 thao tac duyét danh sach lién thudc cta dinh u. Béi sau
vong lap while co 1énh cap nhat head[u] := i nén co thé thiy rang lénh gan
i = link[i] duoc thuc hién bao nhiéu lan thi danh sach lién thudc ctia u bi giam
di ding ching d6 cung. Tong sb phan tir ciia cic danh sach lién thudc 1a 2m va
khi thuat toan két thiic, cac danh sach lién thudc déu rong. Suy ra tong thoi gian
thuc hién phép duyét danh sach lién thudc (vong lap while) trong toan bd thuat
toan la ©(m).

Suy ra thoi gian thuc hién giai thuat 1la ©(m).

=  EULER.PAS v Tim chu trinh Euler trong da db thj Euler vé hwéng

{SMODE OBJFPC}
program EulerTour;

const
maxN = 100000;
maxM = 1000000;
type
TArc = record Atéuﬂﬂcménwng

x, y: Integer; //Pinhdéu va dinh cudi
edge: Integer; //Chisb canh vd huwéng tuong tng
end;
var
n, m: Integer;
a: array[l..2 * maxM] of TArc; //Danh sdch cdccung
link: array[l..2 * maxM] of Integer; Aﬂmkﬁkchisécungkéﬁépaﬁ]
trong cung danh séach lién thudc

head: array[l..maxN] of Integer; //head[u]:chisé cung déu tién trong
danh sach cdc cung divao u

deleted: array[l..maxM] of Boolean; //Pdnhd&u canh vé huéng bi xoa
hay chua

Stack: array[l..maxM + 1] of Integer; ﬁngwép
Top: Integer; //Phén tl dinh ngdn xép
procedure Enter; //Nhdp dliéu va xay dwng danh sach lién thudc
var
i, j, u, v: Integer;
begin
ReadLn(n, m);
J o= 2 * my;
for i := 1 to m do
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begin
ReadLn (u, v); //Poc mdtcanh vb hudng, thém 2 cung cé hwdng tuong ting

ali]l].x := u; alil.y := v; al[i].edge := 1i;
aljl.x = v; al[jl.y := u; al[j]l.edge := i;
Dec (J) ;

end;

FillChar (head[1l], n * SizeOf (head[1l]), 0); //Khditao cac danh
sach lién thuéc rong
for i := 2 * m downto 1 do
with a[i] do //Duyéttirng cung (x, y)
begin //Pwa cung do vao danh sach lién thudc cac cung di vao y

link[i] := headl[y]:;
head[y] := 1i;
end;

FillChar(deleted[1l], n * SizeOf (deleted[1]), False); //Cic
canh vé huéng déu chua xoé

end;
procedure FindEulerTour;
var

u, 1: Integer;

begin
Top := 1; Stack[1l] := 1; //Khéitao ngdn xép chira dinh 1
repeat
u := Stack[Topl; //Poc phén ti & dinh ngén xép
i := head[u]; //Cung afi] dang dirng ddu danh séch lién thudc

while (i > 0) and (deleted[ali].edge]) do

i := link[i]1; //Dich chisé idoc danh sach lién thuéc dé tim cung trng voi
canh vé huéng chuwa xoé

head([u] := i; //Cép nhét lai head|u], "nhay" qua cac cung trng véi canh vd
huwéng da xoé
if 1 > 0 then //ucodn cung divao tng voi canh vé hwdng chwa xoa

begin
) Inc(Top); Stack[Topl := alil.x; //Pinguoc cung afi], ddy dinh
noi t&i u vao ngan xép
Deleted[a[i] .edge] := True; //Xodcanh vb hudng twong g voi afi]
end

else //ukhbéng con cung divao
begin
Write(u, ' '); //Inrautrén chu trinh Euler
Dec (Top) ; //LAy u khéi ngan xép
end;

until Top = 0; //Lap t6i khi ngdn xép réng

WritelLn;
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end;
begin
Enter;
FindEulerTour;
end.

d) Vai nhdn xét

Bang viéc quan sat hoat dong cua ngan xép, chiing ta co thé sira mo hinh cai dat
ctia thuit toan nhdm tin dung chinh ngin xép cua chwong trinh con dé quy chi
khong can cai dit cdu tric dit liéu ngan xép dé chira cac dinh:

procedure Visit (u: Integer);
var
i: Integer;
begin
i := head[u];
while i # 0 do
begin //Xét cung afi] divao u
if not deleted[a[i].edge] then /Canh vé hwéng twong irng chwa bi xod
begin
deleted[al[i] .edge] := True; //Xod canh vé hwong twong irng
Visit(al[i].x); /#/Bingwoc chiéu cung afi] tham dinh noi téi u
end;
end;
Output <« u; /Tiru khéng thé di ngwoc chiéu cung nao niva, in ra u trén chu trinh Euler
end;
begin
«Nhap dd thi va xay dung danh sach lién thudc»;
Visit (1) ; /Khoidong thudt todn tim chu trinh Euler
end.

Cach cai dat nay kha don gian vi thao tac trén ngan xép duoc thuc hién tu nhién
qua co ché goi va thoat thil tuc dé quy. Tuy nhién can cha ¥ ring d6 sau cua ddy
chuyén dé quy co thé 18n téi m + 1 cip nén v6i mot sé cong cu lap trinh can dat
lai dung luong bo nhé Stack .

Chung ta c6 thé lién hé thuat toan nay voi thuat toan tim kiém theo chiéu sau: Tu
mo hinh DFS, néu thay vi di tham dinh chung ta di tham canh (mot canh c6 thé di
tiép sang canh chung dau mut v4i né). Pong thoi ta danh déu canh di qua/chua

" Trong Free Pascal 32 bit, dung luong bo nhd Stack danh cho bién dia phuong va tham s chwong trinh con
mic dinh 14 64 KiB. C6 thé dit lai bang din hudng bién dich {$M...}
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qua thay cho co ché danh ddu mot dinh d3 tham/chua tham. Khi d6 thit twr duyét
xong (finish) cua céac canh cho ta mét chu trinh Euler.

Thuat toan khong c6 gi sai néu ta xay dung danh sach lién thudc kiéu forward star
thay vi kiéu reverse star. Tuy nhién ta chon kiéu reverse star boi cach biéu dién
nay thich hgp dé tim chu trinh Euler trén ca d thi vo hudng va co hudng.

Ngudi ta con co thuat toan Fleury (1883) dé tim chu trinh Euler bang tay: Bit dau
tir mot dinh, chung ta di thoai mai theo cic canh theo nguyén tic: xo4 bo cac canh
di qua va chi di qua cau khi khong con cach nao khac dé chon. Khi khong thé di
tiép duoc nita thi duong di tim duoc chinh 1a chu trinh Euler.

~099

Béng cach “lam dung thuat ngit”, ta co thé mo ta dugc thuat toan tim Fleury cho

ca d6 thi Euler c6 hudng ciing nhu v6 hudng:

e Dudi ddy néu ta noi canh (u, v) thi hiéu 1 canh (u, v) trén d thi v hudng,
hiéu 1a cung (u, v) trén d thi c6 hudng.

e Ta goi canh (u, v) 12 “mot di khong trd lai” néu nhu tir u di t6i v, sau d6 xoa
canh nay di thi khong c6 cach nao tir v quay lai u.

Thuat toan Fleury tim chu trinh Euler: Xuat phat tir mot dinh, ta di mét cach tuy y

theo cac canh tuan theo hai nguyén tdc: Xoa bo canh vira di qua va chi chon canh

“mot di khong tré lai” néu nhu khong con canh nao khac dé chon.

Thuét toan Fleury 1a mdt thuat toan thich hop cho viéc tim chu trinh Euler bé‘mg

tay (v6i nhitg d6 thi v& ra duoc trén mit phing thi viéc kiém tra ciu bang mat

thuong 1a twong d6i dé& dang). Tuy vay khi cai dit thuat toan trén may tinh thi

thuat toan nay t6 ra khong hi¢u qua.

6.2. D6 thi Hamilton

a) Bai todan

Khai niém vé duong di va chu trinh Hamilton dugc dua ra boi William Rowan
Hamilton (1856) khi 6ng thiét ké mot tro choi trén khéi da dién 20 dinh, 30 canh,
12 mat, mdi mat 1a mot ngii giac déu va nguoi choi can chon céc canh dé thanh
lap mot duong di qua 5 dinh cho trude (Hinh 5-30).

Db thi G = (V,E) duoc goi 1a d6 thi Hamilton (Hamiltonian graph) néu ton tai
chu trinh don di qua tat ca cac dinh. Chu trinh don di qua tit ca cac dinh duoc goi
13 chu trinh Hamilton (Hamiltonian Circuit/Hamiltonian Circle). Dé thuan tién,
nguoi ta quy udc rang do thi chi gdm 1 dinh 14 d6 thi Hamilton, nhung d6 thi gdm
2 dinh lién thong khong phai 1a d6 thi Hamilton.



~

Hinh 5-30
Db thi G = (V, E) duoc goi 1a do thi mira Hamilton (traceable graph) néu ton tai
duong di don qua tat ca cac dinh. Puong di don di qua tat ca cac dinh dugc goi 1a
duwong di Hamilton (Hamiltonian Path).

Gvﬂ ()—) O—()—C
o] X
()—) O—© ()—(@—)
G, G, Gy
Hinh 5-31
Trong Hinh 5-31, D4 thi G; c6 chu trinh Hamilton (a, b, ¢, d, e, a). G, khong cb

chu trinh Hamilton nhung c¢6 duong di Hamilton (a, b, ¢, d). G; khong c6 ca chu
trinh Hamilton 1an duong di Hamilton.

b) Cac dinh li lién quan

Tu dinh nghia ta suy ra duogc dd thi dudong cua dd thi Euler 1a mot do thi

Hamilton. Ngoai ra nhitng dinh 1i sau ddy cho chung ta vai cach nhan biét d6 thi

Hamilton.

DPinh li 5-20
D6 thi v6 huomg G, trong dé ton tai k dinh sao cho néu xod di k dinh nay
cung voi nhitng canh lién thuéc cua chung thi do thi nhdn dwoc sé ¢é
nhiéu hon k thanh phan lién thong thi khang dinh la G khéng phdi do thi
Hamilton



Pinh

Pinh

Pinh

Pinh

Pinh

li 5-21 (Pinh li Dirak, 1952)

Xét don d6 thi vé huéng G = (V,E) ¢é n = 3 dinh. Néu moi dinh déu cé
‘ bdc khéong nhé hon n/2 thi G la do thi Hamilton.
li 5-22 (Pinh li Ghouila-Houiri, 1960)
Xét don d@o thi c6 huwdng lién thong manh G = (V,E) ¢6 n dinh. Néu trén
phién ban vé huwéng cia G, moi dinh déu cé bic khéng nhé hon n thi G la
dé thi Hamilton.
li 5-23 (Pinh li Ore, 1960)

Xét don do thi vé huéng G = (V,E) ¢é n =3 dinh. Véi moi cdp dinh
‘ khéng ké nhau c6 tong bdac = n thi G la do thi Hamilton.
li 5-24 (Pinh li Meynie, 1973)
Xét don do thi c6 hudmg lién thong manh G = (V,E) ¢é n dinh. Néu trén
phién ban vé hiedng cia G, véi moi cdp dinh khéng ké nhau c6 tong bdc
> 2n — 1 thi G la do thi Hamilton.
li 5-25 (Pinh li Bondy-Chvatal, 1972)
Xét d@o thi vé huéng G = (V,E) ¢6 n dinh, véi méi cdp dinh khong ké
nhau u, v ma deg(w) + deg(v) = n ta thém mét canh néi u va v, cir lam
nhuw vdy cho toi khi khong thém dwoc canh nao nita ta thu duwoc dé thi méi
ki hiéu cl(G). Khi @6 G la do thi Hamilton néu va chi néu cl(G) la do thi
Hamilton.

Néu do thi G thoa mén diéu kién cua Pinh li 5-21 hodc Dinh li 5-23thi cl(G) la
d6 thi day du, khi d6 cl(G) chic chin c6 chu trinh Hamilton. Nhu vdy dinh 1i
Bondy-Chvatal 1a m¢ rdng ctua dinh 1i Dirak va dinh 1i Ore.

¢) Cai dat

Mic du chu trinh Hamilton va chu trinh Euler ¢6 tinh di ngu, ngudi ta van chua
tim ra phuong phap véi d6 phuc tap da thire dé tim chu trinh Hamilton ciing nhu
duong di Hamilton trong truong hop do thi tong quat. Tat ca cac thuat toan tim
chu trinh Hamilton hién nay déu dya trén mod hinh duyét, co thé két hop véi mét
s6 meo cai dat (heuristics).

Chung ta s& 1ap trinh tim mot chu trinh Hamilton (néu c6) trén mot don dd thi vo
hudng v6i khuon dang Input/Output nhu sau:

Input

e Dong 1 chira s dinh n va s6 canh m ctia don dd thi (2 < n < 1000)



e m d(‘)pg tiép theo, mdi dong chtra hai sé u, v twong tmg voi mot canh (u, v)
cua do thi

Output

MB&ét chu trinh Hamilton néu c6

ig 123541 “'wl'ﬂ"

I XL
2 4 O—©
34

35

4 5

E  Tim chu trinh Hamilton trén dd thi v huéng

{SMODE OBJFPC}
program HamiltonCycle;
const
maxN = 1000;
var
a: array[l..maxN, 1..maxN] of Boolean; A%ﬂlﬂdnké
avail: array[2..maxN] of Boolean;
x: array[l..maxN] of Integer;
Found: Boolean;
n: Integer;
procedure Enter; /Nhdp div liéu va khoi tao
var
m, i, u, v: Integer;
begin
FillChar(a, SizeOf(a), False);
ReadLn (n, m);

for i := 1 to m do
begin
Read (u, v);
alu, v] := True;
alv, u] := True;
end;
FillChar (avail, SizeOf (avail), True); /Moidinh 2..n déu chua di
qua
Found := False; //Found = False: Chua tim ra nghiém




procedure Attempt (i: Integer); /Thudttodan quay lui
var
v: Integer;

begin
for v := 2 to n do
if avail([v] and a[x[i - 1], v] then Aﬁ%lcdcdhh\u%uucﬁquaké
voi x[i- 1]
begin
x[1] := v; //Thidisangv
if i = n then //Néu da qua diin dinh, dén dinh thit n
begin

if al[v, 1] then Found := True; /Pinh thirn quay vé dirgc
1 thi tim ra nghiém
Exit; //Thoat luon

end
else //Qua chwa du n dinh
begin
avail[v] := False; ﬂBdnhdduthdﬁqua

Attempt (i + 1); //Pitiép
if Found then Exit; /Néuda tim ra nghiém thi thodt ngay
avail[v] := True;
end;
end;
end;
procedure PrintResult; /nkétqua
var
i: Integer;
begin
if not Found then
WriteLn ('There is no Hamilton cycle')

else
begin
for i := 1 to n do
Write(x[1], " ");
WriteLn (1) ;
end;
end;
begin
Enter;




Attempt (2) ;
PrintResult;
end.

6.3. Hai bai toan ndi tiéng *

a) Bai toan nguwoi dwa thu Trung Hoa

Bai toan nguoi dwa thu Trung Hoa (Chinese Postman) duoc phat biéu dau tién
du6i dang tim hanh trinh t6i vu cho nguoi dwa thu: Anh ta phai di qua tit ca cac
quing dudng dé chuyén phat thu tin va mong mudn tim hanh trinh ngin nhat dé di
hét cac quing dudng trong khu vic ma anh ta phu trach. Chiing ta c6 thé phat biéu
trén mo hinh d thi nhu sau:

Bai toan: Cho db thi G = (V,E), mdi canh e € E c6 d6 dai (trong sd) c(e). Hay
tim mot chu trinh di qua tat ca cac canh, mdi canh it nhat mot 1an sao cho téng do
dai cac canh di qua 1a nho nhat.

Di nhién néu G 1a d6 thi Euler thi 1i giai chinh 1a chu trinh Euler, nhung néu G
khong phai do thi Euler thi sao?. Nguoi ta da c6 thuét toan véi do phic tap da
thire dé giai bai toan nguoi dua thu Trung Hoa néu G 1a d6 thi vo hudng hodc co
huéng. Mot trong nhitng thuat toan do 1a két hop thuat toan tim chu trinh Euler
voi mot thuat toan tim bd ghép cuc dai trén dd thi. Tuy nhién néu G 1a d6 thj hdn
hop (c6 ca cung c6 hudng va canh vo hudng) thi bai todn nguoi dua thu Trung
Hoa 1a bai toan NP-ddy du, trong truong hop ndy, viéc chi ra mot thuat toan da
thirc ciing nhu viéc chimg minh khong ton tai thuat toan da thic dé giai quyét hién
van dang 1a thach thirc ctia nganh khoa hoc mdy tinh.

That dang tiéc, so dd giao thong cua hau hét cac thanh phd trén thé gioi déu ¢
dang d6 thi hdn hop (c6 ca duong hai chiéu va duong mot chiéu) va nhu vay chua
thé c6 mot thuat toan da thirc tdi wu danh cho cac nhan vién buu chinh.

b) Bai toan nguoi du lich

Bai toan ngudi du lich (Travelling Salesman) dit ra 1a c¢6 n thanh phd va chi phi di
chuyén giita hai thanh phd bt ki trong n thanh phd d6. Mot ngudi muébn di du
lich qua tat ca cac thanh phd, mdi thanh phd it nhat mot 1an va quay vé thanh ph
xuat phat, sao cho tong chi phi di chuyén 1a nhé nhét c6 thé. Ching ta c6 thé phat
biéu bai todn nay trén mo hinh d6 thi nhu sau:

Bai toan: Cho db thi G = (V,E), mbi canh e € E c6 do dai (trong sd) c(e). Hay
tim moét chu trinh di qua tat ca cac dinh, mdi dinh it nhat mét 1an sao cho téng do
dai cac canh di qua 1a nho nhat.



Thuec ra yéu cau di qua mdi dinh it nhat mot 1an hay di qua mdi dinh ding mot lan
déu khé nhu nhau ca. Bai toan ngudi du lich 1a NP-day du, hién tai chua co thuat
toan da thirc dé giai quyét, chi c6 mot sd thuat toan xp xi hodc phuong phap
duyét nhanh can ma thoi.

Bai tap

5.22. Trén mit phang cho n
hinh chir nhat c6 cac
canh song song vdi cac
truc toa d9. Hay chi ra
mot chu trinh:

5.23.

5.24.

Chi di trén canh
cua cac hinh chir
nhéat

Trén canh ciia mdi
hinh chir nhat,
ngoai tror nhiing
giao diém  véi
canh cua hinh chir
nhat khac c6 thé
qua nhidu lan,
nhimg diém con
lai chi duoc qua
daung mot lan.

® ®

O—O—0 >—0

® K

ABMFGRHPNEMCQRKLOINJQPODA

Trong dam cudi ciia Persée va Andromeéde c6 2n hiép si. Mdi hiép si co
khong qua n — 1 ké thu. Hiy gitp Cassiopé, me ciia Androméde xép 2n
hiép si ngdi quanh mét ban tron sao cho khéng ¢ hiép si nao phai ngdi canh
ké tht ciia minh. Mdi hiép si s& cho biét nhimng ké thi cia minh khi ho dén
san rong.

Gray code: Mot hinh tron dugc chia thanh 2n
hinh quat déng tim. Hay xép tat ca cac x4u nhi
phan d¢ dai n vao céac hinh quat, mdi xau vao
mot hinh quat sao cho bét cir hai x4u nao & hai
hinh quat canh nhau déu chi khac nhau dung 1

bit. Vidu véin = 3:
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5.25. Bai toan ma di tudn: Trén ban co téng quét kich
thudc m X n 6 vuong (5 < m,n < 1000). Mot
quan ma dang ¢ 6 (x4, y;) c6 thé di chuyén sang
0 (x2,¥2) néu [x; —x,|.ly1 — yol =2 (Xem
hinh v§).

Hay tim hanh trinh cia quan ma tr 6 xuat phat tr mot 6 tuy chon, di qua tat
ca cac 0 cua ban cd, moi 6 dung 1 lan.

Viduvéin=38

15|126|39|58|17|28|37|50
40159|16|27|38|51|18|29
25(14 (47|52 |57|30(49|36
46141|60|31|48|53|56(19
13|124|45|62| 1 |20|35|54
4216111023 |32|55|2 |5

9112|63|44| 7 | 4 |21|34
64|43| 8 [11]22(33(6 |3

Huwdng dan: Néu coi cac 6 ciia ban co 1a cac dinh
ctia dd thi va cac canh 1a ndi gitta hai dinh twong
g v6i hai 6 mi giao chan thi dé thiy rang hanh
trinh cia quan mi can tim s& 1a mot duong di
Hamilton. Tuy vy thudt toan duyét thuan tay la
bat kha thi voi dit liéu 1on, ban ¢ thé thir cai dat
va ngdi xem mdy tinh van toat md hoi ©.

Dé giai quyét bai toan ma di tuan, c6 mot meo nhod
dugc Warnsdorff dua ra cach ddy gan 2 thé ki (1823). Meo nay khong chi
ap dung duoc vao bai todn ma di tudn ma con co thé két hop vao thuat toan
duyét dé tim dudng di Hamilton trén d6 thi bat ki néu biét chic duong di d6
ton tai (duyét tham phdi hop).

V6i mdi 6 (x,y) ta goi bac cua 6 d6, deg(x,y), 1a s6 6 ké v6i 6 (x, y) chua
duogc thim (k& & day theo nghia dinh ké chtr khong phai 13 6 ké canh). Dat
ngau nhién quan ma vao 6 (x,y) nao d6 va ctr di chuyén quin mi sang 6 ké
c6 bac nho nhéat. Néu di dugc hét ban cd thi xong, néu khong ta dit ngiu
nhién quan ma vao mot 6 xuat phat khac va lam lai.

Thuét todn nay da dugc thu nghiém va nhan théy ré‘mg viéc tim ra mot bo
m,n: 5<m,n <1000 dé chuong trinh chay > 10 gidy ciing 1a mot
chuyén...bat kha thi.
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